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!)ie erhabenen Schöpfungen von eARL FRIEDRICH GAUSS haben die Bewunderung
der Mathematiker dieses J ahrhunderts vor Allem deshalb erregt, weil sie in fa~t
l>eispielloser "reise die Wissenschaft 111it einer ausserordentlichen Fülle g'Hnz neuer
Gedanken befruchtet und vorher gänzlich unbekrmnte Felder ZU111 ersten )Iale <leI'
Forschung erschlossen haben. Im höchsten Maassc g'ilt dies VOll Gauss' Eutdeckun-
gen im Gebiete der höheren Arithmetik, die ihn nach seinem eigenen ..A..usspruclie
das ganze Leben hindurch vor allen anderen 'I'heilen der Mathemntik gefesselt hat.
.Mit der Theorie der Kreistheilung ist VOll ihm nicht bloss der Grund 7;11 einein
neuen Theile der Mathematik geleg·t, welcher von der algebraischen ,Tcrwundt-chaft
der Zahlen handelt, sondern sie hat auch das erste 1111d bis jetzt noch inunor
fruclrtbarste Beispiel des innigen Zusammenhangs zwischen der holiereu l\..lgehrn
und der Zahlentheorie geliefert, welche bis dahin zwei vollstiindig g(~tl'Cll11te (-i-p-
biete gehildet hatten. 111 der niichsten Beziehung zu dieser Erweiterung dor Gren-
zen der Wissenschaft stellt der 1(ü11118 Gedanke, den Begriff der ganzen Zahl durc11
die Einfiillrung der ganZe]l complexen Zalllell von seiner bisherigen Beschr~i1l1(1111g
Z11 befreien, wodurch Gaues abermals der aritlnuetischen Forschung ein heute noch
unermessliches Feld eröffnet hat. Aber es ist nicht bloss dieser wunderhure Reich-
thum an neuen Gedanken und grosse11 EIltdeckungen , durch welchen Gauss sein
Wirken auf allen von ihm beschrittenen Gebieten der ,'Tissensellnft für alle Zeiten
bezeichnet hat, sondern es stellt diesem vollständig" ebenbiirtig die 'I'icfe der Me-
thoden gegenüber, durch welche er die grössten Schwierigkeiten iiherwunden 1111(1
die verborsrcnsten Wahrheiten, die mustcria numerorum ~ in das hellste Licht u'psctztb ~. ~
hat. Es g'enügte seinem stets auf das Grosse und auf die zukiinft ige Entwicklung
1
2der Wissenschaft blickenden Geiste nicht., einen Beweis gefunden und damit die
Wahrheit ausser Zweifel g'esetzt zu haben, sondern er kehrte, ,vie er selbst so
eindringlich beschreibt , unablässig zu den schon überwundenen Schwierigkeiten
zru-iick , in der 'Hoffuung , durch erneute Anstrengungen neue Waffen zu g'e'Yinllen,
welche eine über das unmittelbar vorliegende Ziel weit hinausreichende Tragweite
besiisscn. lTl1d so ist es gekoimnen, dass dieselben von Gauss erdachten Methoden
unmittclhar oder mit geringell )Iodificationen auch bei der Beuandlung VOll iihn-
lichon, aber allgemeineren Problemen sich als vollständig ausreichend er'VeiS811. Diese
schon oft als ein besonders charakteristisches Kennzeichen der Gec1ankentiefe VOll
Ganss hervorgehobene Erscheinung an einein 118U811 Beispiele zu bestätigen, ist der
Zweck der gegell'Vtirtigen Abhandlung, welche dem Andenken des grossen )Iatlle-
matikers g'e,Yidnlet ist.
Die 'I'heorie der binären quadratischen Formen, zu deren Entstellung' einige
Siitze VOll Fermat die Veranlassung gegebell haben, verdankt ihre Begr-iindung den
hervorragenden Arbeiten von Euler und Lcujranqe, aber sie ist erst von Gauss durch
die in der fünften Section der Disquisitiones Aritluncticae niedergelegten Unter-
suchungen zu einem wissenschaftlichen Ganzen g'estaltet, und namentlich hat sie
durch die daselbst zum erstell Male behandelte Lehre von der Composition der
Formen die höchste Bereicherung erhalten. Unter den Anwendungen, welche Gauss
VOll dieser neuen 'I'heorie gemacht hat, ist eine der bemcrkenswerthcsten die Be-
stimmurig c1esVerlu'iltnisses der Classen-Anzahlen der Forn1811, welche Zll zwei ver-
schiedeneu Ordnungen derselben Deterulinante D g'ehören; bezeichnet man 111it h (D)
die Classen-Anzahl fiir diejenige Ordnung der Determinante D, welche nur primi-
tive Fortueu (und zwar entweder nur die eigentlichen oder nur die uneigentlichen)
enthiilt, so lC0111111t diese .Aufgabe darauf hinaus, für zwei gegebene, in quadrati-
schein 'lerhiiltniss stellende, Determinnnten D und D' das Verhältniss h(D) : II(I]')
zu ermitteln. Die aus der Theorie der Composition der Formen geschöpfte Beant-
wortung dieser Frage ist im Art. 256. V. UIlc1 VI. enthalten , UI1C1 sie ist für den
Fall neqcüicer Deternlinanten eine so vollständige, dass der Werth des Verhältnisses
/1 (D) : h (D') unmittelbar aus den "rerthen von D und D' entnommen werden kann;
nicht eben so vollständig durchgeführt ist der Fall positirer Deterluinanten, über
welchen Gauss F olgenl1es sagt: .Pro casu tertio autem, ubi D est numerus positirus non
qiuulratus, requlam qencralem pro conrparanda rnultitudine [ormaruni jJr..primiticarum in
V,..., J;rt ~ ~ r n etc. cum multitudinc clnssium dirersarunr Lnde resultantium Iiucusque non habe-
rI
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112U8. Id quidctn assererc lJ088lfJJ2U8; I, anc rcl illi aequalcm rel lJ)8illS portein aliquot.u»
esse; quin etiam ne.cum suupilarem inter quotientcm l'Ul'UJJl lUIJJZCl'OrznJl et ralorcs tuinim0."':
ipsorum t, 1l aequationi t t - J) II u == ,,1 Li 8ati!~latientc8 tletcxunu«, quent ldc e.rplicare niun»
prolirum [oret; an rero possibilc sit, illum quoticntc.u in oinnibus casibu« e.r ''''01,( iuspcctloi«
numerorum D, A coqnoscere (ut in casibus praccc.) , de liac 1lC nihil certi pronunei-tre ])(18-
SUTllU8."
Das umfassendere und noch viel schwierigere Problem , die Clussen - Anzahl
11 (D) selbst, d. 11. die Abhiingigkeit dieser Anzahl von der Determinante J) zu he-
stimmen , ist schon während des Drucks der fünften Section der Disquisitiones
Arrthmeticae, wie aus Art. 306. X. hervorgeht, ein Gegenstand des höchsten Inter-
esse für Gauss gewesen, und es ist ihn} in der 'I'hat bald darauf gelungen, die voll-
ständige Lösung desselben zu finden, was er noch am Schlusse des g'ross811 "rer...
kes mit folgenden "rorten ankündigen konnte: "Quaestiollenz Iiic propositam plene
solrere nU1Jer successit, quaJn disquisitionem plures parte» tunt Arltluneticac 8llblillu·oris tum
Analuseos nuriftce illustrantem in continuatione Iiujus 0lJeris trademus quanl ])rinouJl, llcebit:'
Allein die hier in Aussic11t gestellte ,reroffentlichung dieser Üntersuclmng ist zu
Ganss' Lobzeiten nicht erfolgt; der hierauf bezügliche 'I'heil seines Nachlasses, wel-
chen ich in dem 1863 erschienenen zweiten Bande seiner gesaul111elten 'Verke her-
ausgegeben habe, enthält namentlich zwei Fragmcnto , die aus den -Iuhren 1834
und 1837 stammen und den gemeinsamen Titel fiihren .De ne.cu inter inultitndincm
classium, in quas formae binariae sccundi qradus distribuuntur, earUJlUjlltJ detcrminantcm:"
Obgleich jedes dieser Fragmente nach wenigen Seiten abbricht, so reicht ihr In-
halt doch aus, um den 'Veg vollständig überblicken zu lassen, auf welchem Gauss
zu dem erstrebten Ziele gelangt ist.
Iln Jahre 1839, also 38 tJallre nach dem Erscheinen der Disquisitiones Aritli-
meticae, trat Peter Guetar Leieune Dirichlet. der nach Gauss' eigenem Zeugniss zuerst
YOn allen Mathematikern dieses ".,..erk vollständig begriffen und die darin enthal-
tenen Untersuchungen selbständig' weiter g'efüllrt hat, mit einer vollständigen und
höchst eigenthiimlichen Lösung des Problems der Classen-Anzahl 118rvor*). OIlBe
hier , was zu weit führen wiirde , auf eine nähere 'Tergleichung der Methode von
Dirichlet mit derjenigen VOll Ganss einzugehen, bemerke ich nur , dass von Heiden
für die Classen-Anzahl ein Ausdruck durch eine unendliche Reihe ge,Yonuen wird,
*) Recherehes Bur diverses applications de l'aualyse infinitesimale it la theorio des nornhrr-s (Crellc's Jour-
nal Bel. 19, 21).
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4welche sich mit Hülfe gewisser, der Kreistheilung angehörender Sätze von Gauss
sunuuireu , also in geselllossener Form darstellen lässt. Aber es ist von Wichtig-
keit, dass es schon cor Ausführung dieser Summation gelingt, aus dem erhaltenen
Ausdrucke den "Terth des oben besprochenen Verhältnisses I, (D) : I,(D') abzuleiten.
Auf diese Weise *) ist Dirichlet für den Fall negativer Deterlnilluntell zu demselben
Resultate gelangt, wie Gauss , und er hat ausscrdem für den Fall positiver Deter-
minanten ZUlll ersten Male das Gesetz vollständig ausgesprochen, uach welchem
dus gesuc11te Verhältniss VOll den kleinsten Losungen der unbestimmten Gleiclrun-
gen t t - Du II == 1, t' t
'
- D' u' 'll' == 1 abhängt, Aus der obon angeführten, auf die-
sen Fall beziiglichen Stelle der Disquisitiones Arithmeticae gellt aber wohl 111it
Gewissheit hervor , dass Gauss ebenfalls dieses Gesetz schon vollständig g'elcal1nt
11<.1t , welc118s zwar einfac 11, a1)81" doch keineswegs so einfach ist, dass man ex sola
inspectione numerorum D, D' den Werth des gesucllten Verhältnisses erkennen könnte;
auch habe ich gezeigt **), dass Inan wirklich auf dem von Gauss eingeschlagenen
"reg'e, d. 11. durch die Composition der Formen, mit wenigen Schritten zu diesem,
zuerst VOll Dirichlet ausgesprochenen Gesetze gelangen kann.
Beide Methoden, das Verhältniss der Classen -Anzahlon zu bestimmen, sowohl
die von Gauss , welche auf die Composition der Formen gegrülldet ist, als auch
diejenige VOll Dirichlet. zeichnen sich nun dadurch aus, dass sie auf ähnliche Pro-
bleme von sehr allgemeinem Charakter mit demselben Erfolge anwendbar sind ***).
Die binären quadratischen Formen, von welchen bisher ausschliesslich gesprochen.
ist, bilden nämlich nur einen äusserst speciellen Fall cler sogenannten zerlegbaren
Formen, d. 1L der homogenen Functionen von beliebig hohem Grade n mit n Varia-
belcn , welche rationale Coefficienten haben und in n lineare Factoren mit alge-
braischen Coefficienten zerlegbar sind. Das Verdienst, diese Formen zuerst betrachtet
und eine charakteristische Fundamental- Eigenschaft derselben erkannt zu haben,
gebiihrt Lagrange t), und eine weitere Verfolgung seines Gedankens hätte leicht
*) Recherehes sur diverses applications de l'analyse infinitesimale a la theorie des nombres (Crelle's
Jourual Brl. 21, §. 8).
**) Vorlesungen über Zahlentheorie von P. G. Lejeune Dirichlet. Zweite Auflage. 1871. §§. 150, 151. -
Ich werde dieses Werk in der Folge kurz mit D. citiren.
***) Ob DasseIhe auch von der scharfsinnigen Methode gilt, welche R. Lipschitz zur Lösung derselben
Aufgabe angewandt hat (Crelle's Journal Bd. 53), wage ich für jetzt nicht zu beurtheilen; doch spricht dafür der
Erfolg , mit welchem er diese l\Iethode auf ein höheres Problem übertragen hat (Crelle's Journal Bd, 54).
t) Sur la ~olution des problemes indetermines du second degre. §. VI. Mem, de l'Ac. de Berlin.
T. XXIII, 176a. - Elernens d'Algebre par L. Euler; Additions §. IX.
•
schon früher zu der 'I'heorie der Composition der Formen fiihren konnen. Erst
viel später hat sich Dirichlet eingellend mit diesem Gegenstande hes« lüiftig,t; leider
ist von seinen tiefen Ulltersucllungen - abgesehen von der ebenfalls hierher ge-
hörigen, aber speciellen 'I'heorie der quadrntischeu Formen mit complexcn C;opff"i ..
eienten und Variabeln *) - 11111' eine einzige veroffentlieht. welc-li« (lie 'I'hccnic de-r
'I'ransforrnation dieser Forn1en in sich selbst, otlr-r auders au~gl~(lriickt, (lil~ rl'hc·ol'ip
der Einheiten in dem entsprechenden Gebiete alueln'(lisr/u/f Zahlen lx-luuulel t. l)pl'
in äusserst kurzen Umrissen von Dirichlet mitgetheilte ]~e,yei~**) fiir (lip Existenz
und für die allgemeine Form aller dieser Einl1eitt~1l~ welcher ilun erst nach gro~:-;Pll
und anhaltenden Anstrengungen g'elullgell ist , 111l1SS zu seinen bedcutvudstcn Li-i-
stungen gezählt werden , da derselbe ein unerliissliches Fundament für die ganze
'I'heorie bildet; und Dirichlet selbst, der seinen eigenen Schöpfungeu g'(\geniihpl'
sich immer ein gUllz unbefangenes Urtheil bewuhrte , legte auf dies Resultat einen
eben so hohen Werth , wie auf die Priucipien , welche ihn zn dem Beweise (le~
Satzes über die arithmetische Progression und zur Bcstinnnung der Classen -Anzulil
der biniiren quadratischen Formen gefüllrt haben. Dirichlet hat auch die Chissen-
Anzahl für solche zerlegbare Formen bestimmt, welche aus der Theorie der Krei« ..
theilung entspringen, aber hiervon ist Nichts veroffentlieht ***). Es folgte zunächst
im -Iahre 1844 eine werthvolle Untersuchung VOll Eisenstein t) über ge\yi~:-;e cubisch«
Formen, welche aus der, Kreistheilung entspringen ; doch scheint dieselbe \yegen
ihres sehr speciellen Charakters keinen bedeutenden Einfluss auf die Entwicklung
der allgenleinen Theorie ausgeübt Zll haben. Den grösstell 1111t1 folgcnreichsteu
Schritt aber hat J0lJJUner tt) im -Iahre 1847 durch die Einführung der idealen
Zahlen gethan; denn wenn auch seine Tlntersuchungeu ebenfalls sich zuniichst nur
auf die Kreistheilung und einige derselben l1Ul18 stehende Ge biete beziehen, so
sind doch die ihnen zu Grunde liegenden Gedanken von viel allgemeinerer Hedeu-
tung. Der ausserordentliche , von Kummer erreichte Erfolg' hat mich schon seit
dem Jahre 1856 angetrieben, meine Kräfte hauptsächlich diesem Gegenstande Zll
widmen, und es ist mir endlich gelungen , ei118 allgemeine, ausnahmelose Theorie
*) Crelle's Journal B(l. 24.
**) ~Ionatsberichte der Berliner Akademie voru October 1841, April 184:2, )Iärz 184G. "- Comptes rcndus
der Pariser Akademie 1840, T. X, p. 286.
***) Vergl. Kummer: Gedächtnissrede auf G. P. Lejeune Dirichlet , 1860, p. 21 - 2:2.
t) Crelle's -Iourual Bel. 28.
tt) Crelle's Journal Bd. 35.
J" (~) == fJIt + al fjn-l + .""+ (tn-l 6 + an == 0
der g"anzen algebraischen Zahlen aufzustellen, deren Grundlaqen ich in dem zehnten
Supplemente der zweiten Auflage von Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie
veröffentlicht habe *). Mit Hülfe dieser Principien, welche ich hier als bekannt
voraussetzen muss, lässt sich nun das auf die zerlegbaren Formen von beliebigem
Grade oder auf die entsprechenden Ideal-Classen übertragene Problem, das Ver..
hältnies der Classen-Anzahlen für verschiedene Ordnungen zu bestimmen , sowohl
nach der Methode von Gauss , als auch nach derjenigen von Dirichlet vollständig
Iösen, und hierin besteht das Ziel der vorliegenden Abhandlung,
'I'heorie der ganzen Zahlen eines endlichen Körpers.
Obwohl diese Theorie, deren Mittelpurret die Lehre von der Multiplication
der Ideale und von der Composition der Ideal-Classen bildet, hier als bekannt
vorausgesetzt werden muss, so wird es doch zweckmässig sein, die wichtigsten ihr
zu Grunde liegenden Begriffe hier möglichst kurz in Erinnerung zu bringen, schon
um den Ankniipfungspunct der jetzigen Abhandlung an meine früheren Unter-
suchungen deutlicher hervorheben zu können.
Ist (j eine algebraische Zahl, und zwar eine Wurzel einer irreductibelen
Gleichung
vom nt U t Grade, deren Coefficienten a1 , a:!. " · · an - ! , an rationale Zahlen sind, und
betrachtet mall die sämmtlichen Zahlen von der Form
wo ,{'o' (Cl' ~r:2 ... tVIl - I willkürliche rationale Zahlen bedeuten, so besitzt der Inbegriff
~J aller dieser Zahlen 0) die charakteristische Eigenschaft eines Korpere (D. §. 159),
welche darin bestellt, dass die Summen, Differenzen, Producte und Quotienten von
je zwei solchen Zahlen (0 ebenfalls in g enthalten sind; ein Körper Q, dessen
*) Eine etwas ausführlichere Darstellung eines Theiles dieser Theorie erscheint gegenwärtig unter dem
Titel Sur Zu theorie des nombre« entiers algeu1"ique8 in dem Bulletin des sciences uuüliematiques et ast1"OUO-
mique...,' von Durboux und Houel, - Ich werde diese Abhandlung mit B. citiren.
7Zahlen auf die angegebene Art aus einer Wurzel 0 einer irreductibelen Gleichung
n'en Grades gebildet sind, heisst speciell ein endlicher !{örper vom Gra(Ze 11. Hat
mann Zahlen
nach Belieben, nur mit der einzigen Beschriinkung aus &2 ausgewählt, dass die aus
den n? rationalen Coefficienten a: gebildete Determinante einen von 0 verschiedeneu
Werth besitzt, so lässt sich jede beliebige Zahl tU des Korpers ~2 stots und nur
auf eine einzige Weise in der Form
darstellen, wo h1 , !lz ... h« rationale Zahlen bedeuten, Ein solches System von II
Zahlen 0)1' 0)2 .. • fJ.)n heisst eine Basis des Korper« Q, und die n rationalen Zahlen
h1 , I/i' .. Il n heissen die Coordinaten der Zahl Will Bezug auf diese Basis. Offenbar
bilden die Zahlen 1, 0, 02 · · · on -1 selbst eine solche Basis.
Ist Ü' ebenfalls eine Wllrzel derselben irreductibelen Gleichung ,I' (()') == 0,
so entspricht jeder bestimmten Zahl lU == Y(0) des Korpers Q eine bestimmte Zahl
(0' == Cf (H'), und der Inbegriff aller dieser Zahlen (u' bildet einen mit Q Ctnyugirten
Korper Q'; diese Correspondenz besitzt die charakteristische Eigenschaft, dass, wenn
Cl, P zwei beliebige Zahlen des Körpers Q bedeuten, stets
(~:)'(a + ß)' = o' + ß', (Cl - ß)' = Cl' - ß', (Clß)' = o' [3'. p a.'ß'
ist; die Substitution, durch welche jede Zahl ru = 'f(fJ) des Körpers Q in die cor-
respondirende oder COl?jugirte Zahl rn' == 'f (0') des Körpers Q' übergeht, heisse eine
Permutation des !{örpeT8 Q. Sind 0', (j" · .. tln) die sämrutlichen Wurzeln der obigen
irreduetibelen Gleichullg, so entspricht einer jeden von ihnen, ü(r), eine Permutation
p(r) des Körpers Q, durch welche jede ill ihm enthaltene Zahl w == 11 (0) in die
conjugirte Zahl OJ(l") == q; (flr )) des Körpers Q('-) übergeht. Die n mit w conjugirten
Zahlen (0', w" ... wen) sind dann immer die Wurzeln einer Gleichung nt O I Grades
mit rationalen Coefficienten, welche aber nicht nothwendig irreductihel ist. Das
Product (0' w" · · . w(n) aus diesen n Zahlen ist eine rationale Zahl, welche die },~)rrn
(Zer Zalll 1O heisst und mit J.\T (tu) bezeichnet wird; sie verschwindet nur dann, wenn
(0 === 0 ist, und die Norm eines Procluctes ist das Product aus den Normen der
8Factoren. Sind ferner Cl1, a:! · · . an beliebige Zahlen des Körpers, so ist das Quadrat
der Deterulillante
~ + cc l ' a;" . · . a(n)
.L.J_ - n'
welche aus den n2 conjugirten Zahlen rl(;J g'ebildet ist, ebenfalls eine rationale Zahl,
welche die Discriminante des )S!lsteJrls CCl' (12 • • • an heisst U11Cl mit .l (~l' C(:? • • • an) be ...
zeichnet wird ; dieselbe ist stets und llllf dann von 0 verschieden, wenn die Zahlen
a1 , a:! · .. C(n eine Basis des Körpers Q bilden; dies ergiebt sich leicht aus dem be-
kannten Satze
,YO .1' (t] die Derivirte der F'unction .l(l) bedeutet. -
Alle algebraischen-Zahlen, deren Gesammtheit ebenfalls 8111en Körper, aber
keinen endlichen Körper bildet, zerfallen nun in gallze und in gebrochene Zahlen;
eine algebraische Zahl ~ Ireisst eine gan:e Zahl, wenn sie die Wurzel einer (j-Iei-
chung von der Form
.,1n + c -,111.-1 --+- C T,w-2 + ... + c, 1 Y: + C === 0
• '1, i2 4 J1l - 4 m
ist, wo f,1, ('2 · .. em -1, f m ganze Zahlen im alten Sinne des Wortes bedeuten, die
von nun an immer rationale [lan:e ZU/lien geuaullt werden 8011el1. Aus dieser Defi-
nition, welc11e wohl die höchste 'Terallgerueinerung des ursprünglich so beschrankten
. Begriffes' der ganzen Zahl enthält, folgt unmittelbar, dass die Summen, Differenzen
und Producte YOIl je zwei g'unzen Zahlen wieder ganze Zalllell sind, und hieran
kniipft sich wieder der Begriff der Theilbarl.eit der gan:en Zahlen: eine ganze Zahl ~
a hcisst tlieilbar durch eine ganze ZUl1l ~, oder ein VieIfaehes (Mnltiplum) VOll p,
wenn a == ~ 1, und , wieder eine ganze Zal11 ist; zugleich heisst " ein Theiler
(Dirisor) VOll e , oder man sagt auch , ~ gehe in a au]. Eille ganze Zahl E, welche
in der Zahl 1 und folglich auch in allen ganzen Zahlen aufgeht, heisst eine Einheit;
zwei g'unze Zahlen, deren jede in der anderen aufgeht, und deren Quotient noth-
wendig eine Einheit ist, heissen associirte Zahlen *) oder Gefährten. -
Kehrt man mit diesen allgemeinen Begriffen zu einem endlichen Körper [~
zurück. U11(1 bezeichnet man mit 0 den Inbegriff aller in Q enthaltenen ganzen
*) Yergl. Gauss: Theoria residuorum biquadraticorum 11, Art. 31.
) .
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Zahlen, zu welchen auch alle ganzen rationalen Zahlen gehören, so ergiebt sich
ohne Schwierigkeit die Existenz einer aus n ganzen Zahlen lOl' lO2 • • • Wn bestehell-
den Basis des Körpers g von der Beschaffenheit, dass die Coordinaten III 11-2'" 11
, 7Z
einer jeden in 0 enthaltenen Zahl
tu === 1t1 Wl + 11 2 lO2 + ···+ lln W n
ganze rationale Zahlen sind; die Discriminante
eines solchen Systems Wl' 002 • • • lOn, welches auch eine Basis des Gebietes 0 heissen
soll, ist eine ganze rationale, von 0 verschiedene Zahl, die ich ihrer Wichtigkeit
wegen die Grundzahl oder die Discriminante des Korpers Q nenne und mit t1 (~2) be-
zeichne. Die Norm einer jeden von 0 verschiedenen Zahl ~ des Gebietes 0 ist eine
ganze rationale, von 0 verschiedene Zahl, 'velche die folgende, wichtige Bedeutung
besitzt; nennt man zwei ganze Zahlen «, ~ conqruent oder inconqruent in Bezug auf
den Modulus p.., je nachdem ihre Differenz C( - [3 durch p. theilbar oder nicht theil-
bar ist, so ist die Anzahl aller in 0 enthaltenen, nach f.1 incongruenten Zahlen
::=: + N (fi); die Oongruenz der Zahlen c(, ~ in Bezug auf p. wird durch a - ß
(mod. f-L) bezeichnet, Eine in 0 enthaltene Einheit ist dadurch charakterisirt, dass
ihre Norm === ± 1 ist.
Die wichtigste Frage ist aber die nach der Zerlegung einer in 0 enthaltenen
Zahl l-l in solche Factoren, welche, wie im Folgenden immer stillschweigend vor-
ausgesetzt wird, ebenfalls dem Gebiete 0 angehören. Die Divisoren einer Einheit
sind sämmtlich selbst Einheiten; ist aber p. keine Einheit, so sind zwei Fälle IllÖg-
lieh; ist f.l das Product aus zwei Factoren, von denen keiner eine Einheit , und
folglich auch keiner mit p. associirt ist, so soll p. eine zerleqbare Z al: l heis sen; im
entgegengesetzten Fall, d, h, wenn jeder Divisor von p. entweder ein Gefällrte VOll
p. oder eine Einheit ist, heisst f.1 unzerleqbar. Aus dem Satze über die Norm eines
Productes folgt nun offenbar, dass jede zerlegbare Zahl stets als Product aus einer
endlichen Anzahl von unzerlegbaren Factoren -darstellbar ist; während aber in der
Theorie der rationalen Zahlen (d, h. im Falle n === 1) diese Zerlegung, abgesehen
von den Einheits-Factoren + 1, eine völlig bestimmte, einzige ist, so tritt bei
Körpern höheren Grades sehr häufig die. merkwürdige Erscheinung auf, dass eine
Zahl f1 als Product von unzcrlegbaren Factoren auf mehrere Arten darstellbar ist,
2
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welche in (lern Sinne wesentlich verschieden sind, dass z, B. ein unzerlegbarer
Factor C( der einen Darstellung f.l == C( ~ r . · · mit keinem der unzerlegbaren Fac-
toren (.(1' ßl • . • der anderen Darstellung fL == (.(1 ßl · .. associirt ist. Es folgt hieraus,
dass eine unzerlegbare Zahl durchaus nicht immer den Charakter einer eigentlichen
Primzahl besitzt, welcher darin besteht, dass ein Product nur dann durch eine
Primzahl theilbar ist, wenn diese wenigstens in einem der Factoren aufgeht. Diese
unwillkommene Erscheinung, welche auf den erstell Blick jeden weiteren Fortschritt
auf diesein Felcle zu verbieten schien, ist aber die Quelle von einer der schönstell
und fruchtbarsten Entdeckungen in der höheren Arithmetik geworden: in der That
ist Kummer bei der Untersuchung solcher Gebiete 0, welche aus der ](reist/zeilung
entspringen, dahin gelangt, die Gesetze der Theilbarkeit durch Einführung idealer
Zahlen in völligen Einklang mit denjenigen zu bringen, welche in der alten Theorie
der rationalen Zahlen herrschen.
Es ist das Ziel meiner langjährigen Bemühungen gewesen, dasselbe Resultat
für jeden endlichen Körper g zu erreichen, also diejenigen allgemeinen Gesetze der
Theilbarkeit festzustellen, welche ohne Ausnahme jedem Gebiete 0 von der oben be-
schriebenen Art zukommen. Bei der Begründung dieser Theorie (D. §. 163) habe
ich den von Kummer eingeschlagenen W eg~ verlassen und statt der idealen Zahlen
einen anderen Begriff, den des Ideals, einführen müssen, welcher von jeder, einem
speciellen Körper Q eigenthümlichen Färbung frei ist und gerade deshalb die
erforderliche Allgemeinheit besitzt, um als Grundlage der Theorie dienen zu können.
Zum Verständnisse der nachfolgenden Untersuchungen ist es unerlässlich, an die
Hauptsätze dieser Theorie kurz zu erinnern.
1°. Ein System nt von unendlich vielen Zahlen des Gebietes 0 heisst ein
Ideal, wenn es die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:
I. Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen des Systems m sind
ebenfalls in 111 enthalten.
11. Jedes Product aus einer Zahl des Systems m und aus einer Zahl des
Systems 0 ist eine Zahl des Systems nt.
Bedeutet f.t eine bestimmte, w jede beliebige Zahl in 0, so kommen diese
beiden Eigenschaften offenbar dem System m aller durch f-1 theilbaren Zahlen fi U>
zu: ein solches Ideal UI heisst ein Hauptideal und wird mit 0("") oder kürzer mit
o t.L oder p. 0 bezeichnet *); es bleibt ungeändert, wenn (.1 durch eine mit ,.., asso-
*) Früher habe ich die weniger zweckmässige Bezeichnung i (tJo) angewendet (D. §. 163).
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ciirte Zahl ersetzt wird. Ist,... eine Einheit, so ist 0tJ. = 0, und umgekehrt. Da
die Oongruenz zweier Zahlen Cl, ß in Bezug auf den Modulus tJ. darin bestellt, dass
die Differenz a - ~ dem Ideal 0,.,. angehört, so wird man zu der folgenden allgemoi-
neren Definition der Oongruenz geführt:
2°. Zwei Zahlen (1, ß heissen conqruent in Bezug auf ein Ideal 11t, und (lieH
wird durch die Üongruenz Cl _ ~ (mod. 111) angedeutet, wenn a - p eine Zahl des
Ideals m ist; im entgegengesetzten Falle heissen Cl, P inconqruent nach ur, Die
immer endliche Anzahl aller in 0 enthaltenen, in Bezug auf t11 incongruenten Zahlen
heisst die Nor111 des Ideals In und wird mit nT(ttt) bezeichnet; die Norm eines
Hauptideals 0 tJ. ist == + N (l-!); das Hauptideal 0 ist das einzige Ideal, dessen
Norm == 1 ist.
Die Theilbarkeit einer Zahl lL == Cl~ durch eine Zahl a bestellt darin, dass
alle Zahlen f-1W == a(pw) des Ideals OlJ. auch in dem Ideale Da enthalten sind; dies
veranlasst zu der folgenden Definition der Theilbarlceit der Ideale:
3°. Ein Ideal 11t heisst theilbar durch ein Ideal a oder ein Vielfaches VOll Q,
wenn alle Zahlen des Ideals in auch dem Ideale a angehören; zugleich Ireisst a ein
Theiler von 111, oder man sagt auch, a gehe in ut auf.
Da hiernach die Theilbarkeit der Zahlen nur einen speciellen Fall von der
Theilbarkeit der Ideale bildet, so kommt es lediglich darauf an, die thatsiichlich
einfacheren Gesetze der letzteren festzustellen. Dies geschieht dureh die folgenden
Begriffe und Sätze:
4ü• Ist das Ideal t11 theilbar durch das Ideal 0, und letzteres theilbar durch
das Ideal b, so ist auch in theilbar durch b,
5°. Sind Q, '& zwei beliebige Ideale, so bildet das System m aller den Idealen
c, b gemeinschaftlich angehörenden Zahlen ein Ideal, welches das kleinste qemcin ..
schaftliehe Vielfache von c, b heisst, weil es in jedem gemeinschaftlichen Vielfachen
von 0, '6 aufgeht.
6°. Durchläuft C( alle Zahlen eines Ideals Q, ebenso ~ alle Zahlen eines
Ideals b, so bildet das System b aller in der Form CL + Pdarstellbaren Zahlen ein
Ideal, welches der grösste qemeinschaftliche Theiler von Q, b heisst, weil jeder gernein-
schaftliehe Theiler von c, fJ in dem Ideal b aufgeht.
70. Zwei Ideale, deren grösster gemeinschaftlicher Theiler das Ideal 0 ist,
heissen relative Primideale.
• 80. Ein von 0 verschiedenes Ideal .p heisst ein Primideal. wenn es kein von
2 *'
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o und ip verschiedenes Ideal zum 'I'heiler hat; im entgegengesetzten Falle heisst V
ein zusannnenqesetztes Ideal.
90. Durchläuft a alle Zahlen eines Ideals a, ebenso ß alle Zahlen emes
Ideals V, so bilden die sämmtlichen Producte ap und alle Summen von solchen
Producten ein durch a UI1Cl durch 0 theilbares Ideal, welches das Product aus elen
Facteren a und 0 heisst und mit a'& == 0a bezeichnet wird; zugleich ist ~~:'{a0) ==
N(o) .\~(b). Die Ausdehnung dieses Begriffes auf beliebig viele Factoren und die
Bedeutung einer Potenz ist selbstverständlich.
10°. Umgekehrt: ist das Ideal 11t theilbar durch das Ideal 0, so giebt es ein
1111(1 nur ein Ideal [J VOll der Art, dass ab == 111 wird,
110. Ein Procluct VOll Idealen ist nur dann durch ein Primideal theilbar,
wenn dieses wenigstens in einem der Faetoren aufgeht.
12°. Jedes zusammengesetzte Ideal ist als Product von lauter Primidealen
darstellbar, und zwar nur auf eine einzige Weise.
13°. Damit ein Ideal m durch ein Ideal a theilbar sei, ist erforderlich
und hinreichend, dass alle in a aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in m
aufgehen.
14°. Sind c , 0 zwei beliebige Ideale, so giebt es ein durch a theilbares
Hauptideal a nt von der Art, dass 1U und b relative Primideale werden.
Für den Fall n == 1, in welchem alle Ideale Hauptideale sind, gehen die
vorstehenden Sätze, deren strenge Beweise mir erst naeh Ueberwindung von erheb-
lichen Schwierigkeiten gelungen sind, ill die Fundamentalsätze über die Theilbar-
keit der ganzen rationalen Zahlen über. Dieselben Gesetze gelten daher auch für
jeden Körper Q von beliebigem Grade n, sobald alle seine Ideale Hauptideale sind,
und für einen solchen Körper ist offenbar die Einführung der Ideale gänzlich über-
flüssig. Dies ist aber, wie schon oben bemerkt, im Allgemeinen keineswegs der
Fall, und hieran knüpft sich die Eintheilung aller Ideale eines Körpers Q in
bestimmte Ideal- Classen (D. §. 164). Zwei Ideale 0, 0 heissen äquivalent, wenn es
ein Ideal c giebt, für welches beide Producte cc, bc Hauptideale werden; da aus
dieser Definition unmittelbar folgt, dass zwei mit einem dritten äquivalente Ideale
auch mit einander äquivalent sind, so bildet das System A aller Ideale, welche
einem bestimmten Ideale a äquivalent sind, eine Classe, welche ungeändert bleibt,
wenn ihr Repriisentant c durch ein beliebiges, derselben Classe A angehörendes
Ideal ersetzt wird, Die Anzahl h dieser Classen ist immer eine endliche; wählt man
r
I
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aus jeder Classe nach Belieben ein bestimmtes Ideal als Repräsentanten, so ist
jedes Ideal mit einem und nur mit einem dieser li Ideale äquivalent, Das System
aller Hauptideale bildet die Hauptelasse 0; zu jeder Classe A von Idealen ,,1 gl\hlirt.
eine bestimmte entgegengesetzte oder reciproke, inverse Classe A - 1, welche aus allen
denjenigen Idealen besteht, die durch Multiplication mit den Idealen a in Haupt-
· ideale verwandelt werden. Durchläuft nun a alle Ideale einer Classo ./1, ebenso b
alle Icleale einer Olasse B, so gehören die sämmtlichen Producte ab einer und der...
selben Classe an, welche die aus A und B zusammenqesetzte Ciasse oder <las Product
aus A, B heisst und mit AB bezeichnet wird; diese C0l1~po8ition oder JfultllJlicatioJ/
der Ideal- Classen gehorcht den Gesetzen AB = BA, (A B) C == A(B C), 0 A == ..:1,
AA - 1 == 0, Ar A S == A r+s, A h == 0, und aus AB == AC folgt B == C.
Aus dem Satze Ah == 0 folgt beiläufig, wenn man von dem endlichen Kör-
per Q wieder zu dem Gebiete aller ganzen algebraischen Zahlen übergeht, das
wichtige Resultat, dass je zwei ganze Zahlen a, ß, die nicht beide verschwinden,
einen qroseten gemeinschaftlichen Divisor 0 besitzen, welcher in der Form 0 ==
etal + Pßl darstellbar ist, wo Cll, ßl ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; natürlich
kann auch hier ö durch jeden Gefährten von a ersetzt werden.
Das grösste Interesse nimmt aber die Bestimmunq der Classen -Anzahl Iz in
Anspruch (D. §. 167). Die Uebertragung der Principien, welche Diriclllet bei dem
Beweise des Satzes über die arithmetische Progression und bei der Bestimmung
der Classen ..Anzahl der binären quadratischen Formen geschaffell hat , führt zu
der Betrachtung unendlicher Reihen und Producte von der Form
12: j(n) = TI 1 - j(v) ,
wo a alle Ideale, V alle Primideale durchläuft, und j'(a) eine reelle oder complexe
Function bedeutet, die der Bedingung }'(06) === f'(a)f(b) genügt und ausserdem so
beschaffen ist, dass die unendliche Reihe linker Hand eine von der Anordnung
ihrer Glieder unabhängige endliche Summe besitzt, Diese Bedingungen sind erfüllt,
wenn man
j'(a) == _1_, 8 > 1
N(a)S
nimmt; multiplicirt man mit (8 - 1) und theilt die Totalsumme in Ii Purtialsummen,
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deren jede einer bestimmten Classe VOll Idealen a entspricht, so nähern sich
diese 8u111111en für unendlich kleine positive "Terthe VOll (s - 1) einem qemeinscliaft-
liehen, endlichen, VOll 0 verschiedenen Grenzwerth g, der sich nach den fundamen-
talen Untersuchungen Dirichlet's iiber die Einheiten ohne Schwier-igkeit bestimmen
lässt, und man erhält folglich
s -1g I, == lim 2: - lim (8 - 1) TI
~\r (a)8 1
1
Das Problem der Classen-Anzahl wird daher gelöst sein, sobalcl es gelil1gt,
den Grcnzwerth der unendlichen Heihe oder des mit ihr identischen Productes
noch auf eine zweite Art, nämlich unmittelbar aus der Natur der sämmtlichen,
dem Körper Q angehörenden Primideale ~ zu bestimmen, Dies ist bis jetzt nur
für Kreistheilungs-Körper g'eglückt (zu welchen auch alle quadratischen Körper
gehören), und eine aufmerksame Betrachtung dieser Fälle führt zu der Ueber..
zeugurig - in welcher ich durch meine demnächst zu veroffentlichenden Unter..
suchungen über die Anzahl der Ideal- Classen in cubischen Körpern bestärkt.
,v"erde -, dass die allqcmeine Lösung' des Problems der Classen-Anzahl auf diesem
,Vege erst dann gelingen wird, wenn die algebraische Constitution eines jeden
Körpers UIICl ihr Zusaurmenhang mit seinen Idealen ll118 vollständig bekannt sein
wird - ein Ziel, von welchem wir noch ausserordentlich weit entfernt sind; ausser-
dem scheint auch eine viel genauere Allsbildung der Theorie der transcendenten
Functionen erforderlich Zll sein.
Es ist nun noch 111it einigen Worten die Beziehung zwischen den Idealen
eines Körpers und den zugehörigen zerleebaren Formen zu besprechen CD. §. 165).
Ist a ein bestimmtes Ideal, so giebt es immer n particuläre, in a enthaltene Zahlen
Cl!, C(2 • • • an VOll der Beschaffenheit , dass die sämmtlichen Zahlen a des Ideals a
durch den Ausdruck
clargestellt werden, wenn die Variabelen a,\, tC2 • • • tVn alle ganzen rationalen Zahlen
durchlaufen, Das System der Zahlen Cl1, t22 • • • an heisst eine Basis von Q. Bildet
mall das Product aus allen n mit a conjugirten Ausdrücken, so erhält man
,
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'NO ..LY eine homogene Function }lien Grades von den Vuriabelcn rl~l' ,1':! • • • •l'u be-
deutet; die Coefficienten dieser zerlegbaren Form ...:Y sind immer ganze rationale
Zalllell ohne gemeinschaftlichen Theiler. Da das Ideal a unendlich viele verschio-
dene Basen besitzt, so entspricht demselben eine Classu VOll unendlich vielen ;;'jui-
valenten Formen ...iY, welche durch lineare SubstitutioneIl mit g'anzen rutiouulcn
Coefficienten gegenseitig in einander übergehen. Dieselben Formen entspriuut-n
aber auch aus jedem mit c äquivalenten Ideal, und folglich entspricht jPllel" Id.-ul-
Classe eine bestimmte Formen-Classe. Die ~Iultiplication der Ideale und der Lleul-
Classen führt zu der Composition der Formen und der Formen - Classeu.
Aber diese Formen X umfassen nur einen unendlich kleinen 'I'heil aller
möglichen zu dem Körper Q gehörenden Forll1en. ,rersteht Ulan nämlich unter
der Determinante einer aus n homogenen linearen Factoreu J~, .t~ · · · j:l gebildeten
Function F von n Variabelen Ith Il 2 • • • Ii; das Quadrat der Functional-Determinante
so ergiebt sich leicht, dass die Determinante aller oben betrachteten Formen -"Y
mit der Grundzahl D == Ll (Q) des Körpers Q iibereinstimmt; für den Fall n == 2
wiirde man z. B. nur zu solchen binären Formen a.v2 + b .ry + C~'I2 gelangen, deren
Determinante b2 ~ 4 ac === D durch kein ungerades Quadrat theilbar und entweder
_ 1 (mod. 4), oder == 8, 12 (mod. 16) ist *).
Um nun eine allgemeinere Theorie der zu einem Körper Q gehörenden For-
men aufzustellen, muss man, wie ich schon früher bemerkt habe (D. §. 165), den
Begriff des Ideals so erweitern, dass an Stelle des bisher betrachteten Gebietes 0,
welches alle ganzen Zahlen des Körpers umfasst , beschränktere Gebiete 0' treten,
welche ich mit Rücksicht auf die in der Theorie der binären quadratischen Formen
von Gauss gebrauchte Ausdrucksweise Ordnungen genannt habe, Diese Erweiterung
bildet den nächsten Gegenstand dieser Abhandlung.
*) Die obige Erklärung einer Formen- Determinante stimmt für den Fall n = :2 nicht ganz mit der-
jenigen von Gauss überein ; dies lässt sich aber kaum vermeiden, wenn sie allgemein für jeden Grad n g~lten
soll, und selbst in dem speciellen Falle n = 2 sprechen viele Erscheinungen zu Gunsten derselben, was ich aher
hier nicht näher begründen kann.
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§. 2.
Sät ze a11 S der T11 e0 r i e (1 er ~I 0 (111111.
UnI hierzu Zll gelangen, und namentlich um beständige Wiederholungen
über die Art zu vermciden , in welcher aus ge,viss811 Systelnen von Zahlen 11el18
Systeul8 g'ebilc1et werden, ist es nothwendig, hier einige sehr einfache und zugleich
sehr allgemeine Sätze über solche Systeme einzuschalten, die ich Moduln genannt
habe (D. g. 161). Da der Beg'riff eines Ideals in demjenigen eines Moduls als
specieller Fall enthalten ist, so wird bei einer systematischen Darstellung die Theorie
der .Moduln zweckmassig der 'I'heorie der Ideale voraufgeschickt werden. Hier
wird es geniigen, einige Hauptbegriffe zu entwickeln U11d einige Sätze anzuführen,
deren Beweise ich unterdrücke, weil Jeder sie leicht finden wird (vergl. D. §. 161
und B. §§. 1 bis 4). Da manche dieser Sätze sich in Worten nur ziemlich ll111-
ständlich aussprechen lassen, so ,vage ich es, die Ausdrucksweise durch Einführullg
einer Zeichensprache abzukürzen , und ich hoffe, dass man aus diesem Grunde die
Benutzung der Zeichen >, <, +, - entschuldigen wird, Ich bemerke nur noch,
(lass im Folgenden die Einschränkung auf die Zahlen eines endlichen Körpers
g'änzlich wegfällt, also das Wort Zahl immer in seiner allgemeinsten Bedeutung
gebraucht wird,
1ü. Ein System in VOll reellen oder complexen Zahlen heisst ein Modul,
wenn alle Summen und Differenzen dieser Zahlen demselben System m angehören.
Die Zahl 0 findet sich in jedem Modul, und sie bildet auch für sich allein einen
Modul. Ein Modul tn heisst theilbar durch einen Modul a oder ein Vielfaches von
Q, wenn alle Zahlen des Moduls t11 auch in a enthalten sind; zugleich heisst a ein
Theiler von ur, und wir bezeichnen die Theilbarkeit von 111 durch a sowohl durch
111 > a, als durch a < 11I. Ist jeder der beiden Moduln nt, a durch den andern
theilbar , so sind sie identisch, was durch 11t == a angedeutet wird. Aus 111 > a,
a > b folgt tu > b, Sind e , b zwei beliebige Moduln, so ist das System aller der-
jenigen Zahlen , welche beielen Moduln gerneinschaftlich angehören, selbst ein Mo-
<1l11 und zwar ein Vielfaches von a und von b, welches durch a - 0 ==.0 - a be-
zeichnet werden soll; dasselbe heisst (las kleinste genleiuschaftliclze Vielfache von c, b,
weil jedes gemeinschnftliche Vielfache von c, fJ durch a - '6' theilbar ist. Durch-
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läuft ct alle Zahlen eines Moduls (1, ebenso ~ alle Zahlen eines Moduls b, so ist
das System aller Zahlen von der Form Cl + ß ein Modul, und zwar ein Theiler
von Cl und von b, der mit a + 0 === 0 + a bezeichnet werden soll; derselbe heisst
der grö8ste qemeinschoftliche Theiler von a, 0, weil jeder gemeinschaftliche Theiler von
Cl, '6 auch ein Theiler von a + b ist. Diese Begriffe lassen sich leicht auf beliebig
viele, sogar auf unendlich viele Moduln Q, 0, C • • • ausdehnen, und man beweist
leicht die beiden folgenden charakteristischen Sätze
(a + b) - (a + c) == a + (0 - (a + c))
(a - '6) + (a - c) == a - (0 + (c - c)),
(0 = p (mod. a), (t) =a (mod. 0)
stets und um" dann gemeinschaftliche Wurzeln «i, wenn
p = a (mod. a + 0)
ist, und die sämmtlichen Zahlen tu bilden eine bestimmte Zahlelasse (mod. a - b).
3
in welchen sich der zwischen den Begriffen des kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
fachen und des grössten gemeinschaftlichen Theilers durchgängig herrschende Dua-
lismus kundgiebt.
2°. Zwei Zahlen a, ß heissen congruent oder inconqruent in Bezug auf einen
...Yodul m, je nachdem ihre Differenz Cl - ß in 1U enthalten ist oder nicht; die Con-
gruenz wird durch a = ß (mod. 111) ausgedrückt. Alle mit einer bestimmten Zahl
nach 11t congruenten Zahlen bilden eine Zahl- Classe (mod. m). Mehrere Zahlen
heissen incongruent (mod. tu), wenn jede derselben mit jeder der übrigen incon-
gruent (mod. m) ist. Sind Q, '6 zwei beliebige Moduln, so kann es sein, dass a
nur eine endliche Anzahl incongruenter Zahlen in Bezug auf '6 enthält, und dann
soll diese Anzahl durch das Symbol (c, 0) bezeichnet werden; giebt es aber in a
unendlich viele, in Bezug auf '6 incongruente Zahlen, so soll (c, b) = 0 gesetzt
werden, weil dann gewisse Determinanten-Sätze allgelnein gültig bleiben. In beiden
Fällen ist
(a,o) == (a, a - 0) == (c + b,b);
ist a .> b, so ist (c , b) = 1, und umgekehrt. Ist ferner m :>- a > b, so ist
(b, 1U) == (c, a) (c, In).
Durch Oombination beider Sätze erhält man viele andere Sätze, die hier über-
gangen werden können. Sind p, Cl zwei gegebene Zahlen, so hat das System der
beiden Congruenzen
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3°. Sind (,(1' Gt2 • • • an Constanten, während Xl' 1,'V2 • • • ~Vn alle ganzen rationalen
Zahlen durchlaufen, so bilden die sämmtlichen, in der Form
darstellbaren Zahlen Cl einen Modul a, der ein endlicher Modul heissen und mit
[tl h CX2 • • • C<n] bezeichnet werden soll; die Constanten Cl!, 122 • • • an bilden eine Basis
des J[oduls Q. Der ~fodul [1] ist das System aller ganzen rationalen Zahlen. Wenll
alle Zahlen eines solchen endlichen Moduls a = [Cl1, (;(2 • • • Cln] durch Multiplication
mit rationalen, von 0 verschiedenen Zahlen in Zahlen eines Moduls '6 verwandelt
werden können, so ist (a, b) von 0 verschieden, und Cl - 0 ist ein endlicher Modul;
man kann die ganzen rationalen Zahlen a so wählen, dass die n Zahlen
,
fLl === (tl a1
P.2 == a~' (.(1 + a;' (;(2
[1.3 == a'" Cl + a'" Cl + a/:'ar 1 1 2 2 33
On == a(n) (l + a(n) (l + a(n) a + ... + a(n) a
r 11 22 33 s >»
eine Basis von a b bilden, und dass zugleich
(a,o) == (a, Cl - b) == a; a;' a~' · · · a~n)
,
wird; unterwirft Ulan die n ganzen rationalen Zahlen x~, x~ · · · x~ den n Bedingungen
so sind die entsprechenden, in Cl enthaltenen Zahlen
deren Anzahl == (a, b) ist, sämmtlich incongruent (mod.Ji) und deshalb auch in-
congruent (mod. a - v).
4°. Ein System von n Zahlen ClI, (Z2 • • • an soll ein irreductibeles System, und
diese Zahlen sollen von einander unabhängig heissen, wenn die Summe
fiir jedes System von rationalen, nicht sämmtlich verschwindenden Zahlel1 Xl' X2 • • • (en
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einen von 0 verschiedenen Werth erhält. Ist nun wieder c = [al' (12 ••• an], und
sind die Basiszahlen eines Moduls m = [(.117 fJ-2 • • • fLn1von der Form
a"a. + a"a +1 1 2 2 + a" CIn n
wo die Coefficienten a ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist
(c m) ==: + ~ + a' a" · . · a(n)
, - - 12 n·
Von besonderer Wichtigkeit ist noch der folgende Satz: bestellt eine Basis eines
endlichen Moduls c ausm Zahlen a~, a; · · · a~, von denen aber nur n von ein-
ander unabhängig sind, 80 giebt es immer eine aus nunabhängigell Zahlen
al, Cl2 • • • an bestehende Basis desselben Moduls c,
5°. Durchläuft a alle Zahlen eines Moduls a, ebenso p alle Zahlen eines
Moduls lJ, so bilden die Producte Cl p und alle Summen solcher Producte eineil ::\10-
dul, der das Product aus den Factoren e, b heissen und nlit a b bezeichnet werden
soll, aber keineswegs durch a oder b theilbar zu sein braucht. Offenbar ist ab == ba
und (aD) C == a (6 c) == Cl '& c; die Bedeutung einer Potenz ar ist selbstverständ-
lich. Aus a' > a und b' > '6 folgt a' 6' > c '6; ferner ist
(a+{))c ~ ac + bc;
(a-o)c > ac - bc:
(a+ '6) (a-v) > au;
ist ferner [1] > 0, 80 ist a > 0 c , weil Cl [1] === a ist. Ist (, ein eingliedriger Modul
[r.t], so besteht das Product a 0 aus den Producten a fJ., wo a alle Zahlen des :\10-
duls Cl durchläuft; ein solches Product a lfL] soll bequemer durch a l.I. == tt a be-
zeichnet werden; dann ist (ap.)v == a(fL'J), und aus Ort == a'l.! folgt immer a == 0'"
wenn fL von 0 verschieden ist.
60. Ist c ein beliebiger Modul, so bildet das System 0 aller derjenigen
Zahlen w, für welche das Product Cl W > a wird, einen Modul, welcher die Urduunq
des Jlfoduls a heissen soll und offenbar stets ein 'I'heiler des )Ioduls [11 ist; hier-
aus folgt unmittelbar, dass c o == c , und 0 2 === o ist. Umgekehrt ist jeder Modul
3*
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0, der em Theiler von [1] und von 02 ist, eine Ordnung, nämlich diejenige des
Moduls 0 selbst. Der Begriff einer Ordnung bildet eigentlich nur einen speciellen
Fall des Begriffes des Quotienten a : U VOll zwei beliebigen Moduln c, '6, worunter der
grösste gemeiuechaftliche 'I'heiler aller derjenigen Moduln c zu verstehen ist, für
welche das Product b c durch a theilbar wird ; die Ordnung 0 eines Moduls a ist
nämlich identisch mit dem Quotienten Cl : 0, und die charakteristische Eigenschaft
einer jeden Ordnung 0 wird durch die Gleichung 0 : 0 == 0 ausgedriickt. Doch
wird von dem Begriffe des Quotienten in dieser Abhandlung kein Gebrauch ge-
macht werden.
§. 3.
Ordnungen in einem endlichen Körper.
Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen kehren wir definitiv zu den Zahlen
eines endlichen Körpers Q VOlll Grade n zurück, und beschränken zunächst den
Begriff des Moduls in der 'Veise , dass unter einem Modul a stets ein endlicher
Modul lCll, (J.:! • • • • CXn] verstanden wird , dessen Basiszahlen (11' C(2 • • • a ,i zugleich
eine Basis eles Körpers Q bilden (§. 1) 1111C1 folglich von einander unabhängig sind
(§. 2, 4°). Da hiernach jede Zahl des Körpers Q durch Multiplication mit einer
rationalen, von 0 verschiedenen Zahl in eine Zahl des Moduls a verwandelt wer-
den kann, so ergiebt sich aus elen vorhergellenden allgenleinen Sätzen sehr leicht,
dass das kleinste gemeinsohaftliche Vielfache, der grösste gemeinschaftliche Theiler,
und ebenso das Product (unc1 auch der Quotient) von je zwei solchen ~Ioduln a,
b stets wieder ein solcher Mo dul , und dass (a, b) stets von 0 verschieden ist.
Verstellt Inan ferner wie früher, und wie es auch .in der Folge stets geschehen
soll, unter 0 das Gebiet aller ganzen Zahlen des Körpers Q, so kommt die Defi-
nition eines Ideals 111 (~. 1, 1°) darauf hinaus, dass nt ein durch 0 theilbarer Modlll
ist (I), welcher der Bedingung 0 ttt === nt genügt (11); die dortigen Sätze 50, 60, 9°
enthalten nur noch die Behauptung, dass das kleinste gemeinschaftliche Vielfache,
der g'rösste gemeinschaftliche Theiler und (las Product von zwei beliebigen Idealen
wieder Ideale sind; die Norm eines Ideals m ist == (0, 111).
r
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Für die in Allssicht genommene Er,veiterung eIes Ideal-Begriffs ist 1111n vor
Allem die Constitution der Ordnung 0' eines beliebigen Moduls a = rCll' Cl;? . • . Cl,,]
von Wichtigkeit (§. 2, 6°). Damit eine Zahl w' der Ordnung' 0' des Moduls a
angehöre, ist offenbar erforderlich und hinreichend , dass die n Producto (0' rl
h
(0' Cl:? • •• 00' an in Ct en thaIten sind, (lass also
ist, wo die n2 Ooefficienten x sämmtlich ganze rationale Zahlen bedeuten, Aus
jeder einzelnen dieser Gleichungen folgt zunächst, dass 00' eine Zahl des Körpers
Q ist, und wenn man die n Zahlen al' (l2 • • • an eliminirt, so erhält Inan
x'
,
1)' tV'1 W, t 2 • n
a/' x" - w' ~.II1 2 n 0,
r(ll) x(n) a/n) _ w'
t 1 2 n
d. h. ro' ist eine ganze algebraische Zahl, also in dem Gebiete 0 enthalten; mithin
ist 0' ein Vieij(lChes von o, Versteht Inan jetzt für einen Augenblick unter w' eine
beliebige Zahl des Körpers Q, so gehören auch die n Producte m' a1, w' a2 . · · 00' an
dem Körper Q an, uncl folglich werden, da e.t1, (X2 •• • an eine Basis des Körpers Q
bilden, wieder n Gleichungen von der obigen Form Statt finden, in welchen aber
die n2 rationalen Coefficienten {l} nicht mehr nothwendig ganze Zahlen sind; es wird
dann immer eine VOll 0 verschiedene, rationale Zahl In VOll der Art geben, dass
die sämmtlichen n2 Producte m x ganze Zahlen werden , und folglich wird das Pro-
duct m m' eine Zahl der Ordnung 0' sein; jede Zahl des Körpers Q, also auch jede
Zahl des Gebietes 0 kann daher durch l\Iultiplication 111it einer VOll 0 verschie-
denen rationalen Zahl in eille Zahl der Ordnung 0' verwandelt werden , und da
<las Gebiet 0 == [0)1' «>2 · · . lOn] ein 'I'heiler VOll 0' ist, so ist (nach §. 2, 3(') 0' ein
endlicher Modul [w~, w~ · · . w:,] , dessen Basiszahlen mit denen von 0 durch n
Gleicllungen von der Form
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k~' W l + k~' (02 + + k" tOn n
verbunden sind , deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind und eine von 0
verschiedene, positive Determinante
besitzen, Die charakteristischen Eigenschaften einer solchen Ordnung 0' sind da-
her (§. 2, 6°) die folgenden:
1°. 0' ist ein durch 0 theilbarer Modul im obigen beschränkten Sinne des
Wortes; alle in 0' enthaltenen Zahlen sind ganze Zahlen des Körpers Q.
2°. 0' ist. ein Theiler von [1], d. h. alle ganzen rationalen Zahlen sinel in
0' enthalten.
3°. 0' ist ein Theiler von 0'2, d. h. jedes Product von zwei in 0' enthal-
tenen Zahlen gehört ebenfalls dem System 0' an. Aus 2° folgt dann 0'2 == 0'.
Aus den obigen Gleichungen folgt nun durch Umkehrung, dass die n Pro-
ducte k 0)1' k lU2 • • • k W n der Ordnung 0' angehören, und folglich ist das Haupt-
ideal 0 k theilbar durch 0'. Da ferner der grösste gemeinschaftliche Theiler VOll
je zwei durch 0' theilbaren Idealen selbst wieder ein durch 0' theilbares Ideal ist,
so giebt es 1111ter diesen, durch 0' theilbaren Idealen ein einziges, völlig bestimmtes
Ideal f von kleinster Norm, und die genannten Ideale sind (nach §. 1, 10°) iden-
tisch mit den sämmtlichen Producton a f, wo a alle Ideale durchläuft. Dieses
Ideal f soll der Führer der Ordnung 0' heissen. Da das Hauptideal 0k durch 0'
und folglich aueh durch f theilbar ist, so ist kn als Norm von 0 k theilbar durch
~\~(f) ~ (0, f) ~ (0,0') (0', f) == k (0', f).
Ist der Führer f der Ordnung 0' und fiir jede der (0', f) Zahlelassen, aus denen 0'
bestellt, ein Repräsentant gegeben, so ist 0' vollständig definirt. Nicht jedes Ideal
f kann der Führer einer Ordnung sein, sondern hierzu ist eine gewisse Bedingung
erforderlich, deren Auffindurig keine grossen Schwierigkeiten darbietet; doch wiirde
die Ableitung derselben sowie ein näheres Eingehen auf die Constitution der Ord-
nungen iiberhaupt, uns hier zu weit führen. Das Gebiet 0 ist offenbar selbst eine
Or-dnung und auch zugleich der Führer derselben.
,
,
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§.4.
I d eale der 0 r d n u 11 g 0'.
Es sei nun 0' eine bestimmte Ordnung im Körper Q, und f der Führer
derselben, so wollen wir ein System a' von unendlich vielen Zahlen ein Ideal der
Ordnung 0' oder kürzer ein Ideal in 0' nennen, wenn es die folgenden drei Bedin-
gungen erfüllt:
I. Die Summen und Differenzen von je zwei in a' enthaltenen Zahlen ge-
hören ebenfalls dem System a' an, d. h. a' ist ein Modul im allgemeinsten Sinne
des Wortes.
11. Jedes Product aus einer Zahl des Systems a' und aus einer Zahl der
Ordnung 0' ist eine Zahl des Systems a'; d, h. 0' a' ist theilbar durch a' und folg-
lich auch === a', weil 0' ein Theiler von [1] ist.
111. Der grösste gemeinschaftliche Theiler a' + f von c' und fist == 0'.
Für den Fall, dass die Ordnung 0' identisch mit 0 ist, geht diese Definition
eines Ideals a' in, 0' vollständig in die frühere Definition (§. 1, 10) eines Ideals
über, da die dritte Bedingung nur darauf hinauskommt, dass a' dureil 0 theilbar
ist. Wir werden daher diese Ideale künftig, wenn Missverständnisse zu befürchten
sind, Ideale in 0 zu nennen haben. Im Folgenden nehmen wir immer an, dass 0'
von 0 verschieden ist.
Ist nun a.' eine beliebige, aber von 0 verschiedene Zahl in 0', und bilden
die n Zahlen w~.' w; · · · (t)~ eine Basis der Ordnung 0', so sind die n Producte
a' w~, 0.' w~ · • · 0..' w~, welche (zufolge 11) in a' enthalten sind, von einander unab-
hängig und bilden folglich eine Basis des Körpers Q; mithin kann jede Zahl des
Körpers durch Multiplication mit einer rationalen, von 0 verschiedenen Zahl in
eine Zahl des Ideals a' verwandelt werden, woraus wieder leicht folgt, dass a' ein
endlicher Modul [Ct~, a~ · · · a~], also ein Modul in dem Sinne des §. 3 ist. Die
Basiszahlen haben die Form
0.' == a~ w~ + a~ 00; + + a' w'1 n Tl
a.' == a~' (t)~ + a" , + + a" (0'2 2 (02 Tl 1J
a.' - a(n) w' + a(n) w' + ... + a(u) 00'n - 1 1 2 2 ,. n'
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wo die Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, deren Determinante
~ + a' alt · · · a(ll) == (0', a')
- 1 2 II
die Norm des Ideals a' heissen und mit }..T' (a') bezeichnet werden soll.
Es ergiebt sich ferner leicht , dass 0' auch die Ordnung (les Ideals a' ist;
in der That besteht die letztere, die wir mit 01 bezeichnen wollen; zufolge ihrer
Definition (§. 2, 6°) aus allen Zahlen (Ul' für welche a' fi1 > a' wird, und da (nach 11)
a' 0' ::::: a' ist, so ist jedenfalls 0' > 01' und es braucht nur noch be,viesell zu
werden , dass umgekehrt auch 01 > 0' ist. Da nun a' ein endlicher Modul des
Körpers, und folg'lieh (nach §. 3, 10 und 2°) [1] > 01 > 0 ist, so ergiebt sich
fLIJ > fO I > fo, mithin lOI === f, weil f[l] == fo == f ist; da ausserdem (nach §. 2,6°)
a'ol ::::::: a', und (naeh 111) 0' === f + a' ist, so folgt 0'01 == fOl + a'ol == f + 0',
also 0' 01 == 0'; nun ist aber [1] > 0', also auch [1] 01 > 0' 01' d. h. 01 > 0', w, z, b. w,
Sind ferner a', 0' zwei beliebige Ideale in 0', so überzeugt man sich leicht,
dass a' - 0', a' + 0', a' 0' ebenfalls Ideale in 0' sind, und dass a'b' sowohl durch
0' als durch '6' theilbar ist. Der Kürze wegen beschränke ich mich auf die Be ...
trachturig des Productes. Da 0' a' == a', so ergiebt sich 0' (c' 6') = (0' a') 0' == a'6',
also besitzt a' v' die Eigenschaft 11. Da ferner 0' > 0', und 0' a' = 0' ist, so folgt
a' 6' > a'; ebenso ist a' b' dureh 0' theilbar, Da endlich 0' == 0' + fist, so folgt
0' == 0' &' == a' &' + f 0', also 0' = 0' + f ':= 0' 0' + f 0' + f; da nun f = f 0, und
6' > 0 ist, so folgt f 0' + f == f (6' +0) == f 0 == f, also 0' === a' 6' + r, womit auch
die Eigenschaft 111 für 0' 0' dargethan ist.
§. 5.
Corr espon denz zwischen deu Ldea len in 0' und e,
Man könnte nUll eine Theorie der Ideale in 0' aufstellen, welche sowohl in
den Sätzell wie in ihren Beweisen eine vollständige Analogie mit der früheren
Theorie der Ideale in 0 darbieten würde, Allein es ist ,,"'iel bequemer, die neue
Theorie auf die alte zurückzuführen. Dies geschieht durch die folgenden Sätze.
10. Ist 0' ein Ideal in 0', 80 ist 0 a' ein Ideal in 0, un(lZU;a1~ relatioes Primideal
zu f; :71y!eicll ist (1' (las kleinste qcmeinscliaftliche Vielfache, 0 der qrosste qemeinsckaft-
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liehe Theller von 0' und 0 a', und jolglich N' (0.') = .N(00.'). Ist [erner b' ebei!f'alls ein
Ideal in 0', und 0 a' = 0 0', 80 ist a' = 6'.
Beweis. Der Modul 0 0.' genügt der Bedingung 0 (0 c') = 0 a', weil 02 = 0 ist,
und er ist theilbar durch 0 0' == 0, weil 0' > 0' und ll] > 0' > 0 ist; also ist 0 a'
ein Ideal in o. Aus 0' = 0.' +f folgt durch Multiplication mit 0 ferner 0 = 0 0.' +f,
also sind 00.' und f relative Primideale. Hieraus ergiebt sich ferner (entweder nach
der bekannten Theorie der Ideale in 0, oder auch unmittelbar), dass ihr kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches f - 0 0' = f 0 a' == f a' ist. "rendet man nun den
allgemeinen Satz (§. 2", 10)
(a+v) - (a+c) = a + (&-(a+c))
auf den Fall c === a', 6 == f, c == 0 a' an, so ergiebt sich, weil 0' + 0 a' == (0' + 0) a' === 00' ist,
0' - 0 a' == a' + (f - 0 c') == 0' + f a'
== a' (0'+f) == a' 0' === a'.
Ferner ist
0' + 0 a' == f + a' + 0 0' ::= f + 0 (1' :== o,
Hieraus ergiebt sich (nach §. 2, 20)
(0',0 a') == (0', c') == (0,0 a'),
also l\:' (a') == }t7{0 0.'). Aus 0 a' == 0 V' folgt endlich, weil a' == 0' - 0 a' und b' == 0' - 0 b'
ist, auch a' === 6', w, z. b. w.
2°. Ist a ein Ideal in 0, und zuiar relatives Primideal zu f, 80 ist das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache a' von 0', 0. ein Ideal in 0', und suqleicl, ist 0 c' === c,
Beweis. Zunächst ist 0' a' > 0 Cl === 0, weil 0' > 0, a' > a ist; ausserdem ist
0' a' > 0', weil 0' > 0' 11nd 0' 0' == 0' ist; mithin ist 0' a' ein gemeinschaftliches
Vielfaches von 0', a und folglich auch theilbar durch 0', d. h. 0.' genügt der Be ..
dingullg 11. Nach einem für drei beliebige Moduln 0, f, 0' geltenden Satze (s. 2, 1°)
ist ferner
(0'-0) + (0'-f) == 0' - (0+(0' -f»),
und da in unserem Falle 0' - 0 == 0.', 0' - f == f, a + f == 0, 0' - 0 = 0' ist, 80 er-
giebt sich 0.' + f == 0', also genügt 0' auch der Bedingung 111 und ist folglich ein
Ideal in 0'. Hieraus folgt (nach dem Satze 1°), dass 0 a' ein Ideal in 0, und dass
zugleich 0 == 0 a' + f, also auch a == 0 a' a + fa ist; da nun 0, f Ideale in 0 sind, so
4
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ist fa > f > 0' und fa > a, also muss f a, als gemeinschaftliches Vielfaches von
0', a, durch Cl' und folglich auch durch 0 Cl' theilbar sein; da nun auch 0 a' Cl durch
oa' theilbar, also 0 a' ein gemeinechaftlicher Theiler von f Cl und 0 a' Cl ist, so folgt,
dass Cl als grösster gemeinschaftlicher Theiler von 0 a' Cl und f a gewiss durch 0 a'
theilbar ist; umgekehrt ist aber auch 0 Cl' > Cl, weil a' > a und 0 Cl == Cl ist; mit-
hin ist 0 a' === c, w. z. b. w.
Durch diese beiden Sätze ist eine eindeutige, gegenseitige Oorrespondenz
zwischen allen Idealen a' in 0' und allen denjenigen Idealen Cl in 0 begründet,
welche relative Primideale zum Führer f der Ordnung 0' sind; die Correspondenz
zwischen Cl und a' besteht darin, dass gleichzeitig a == 0 a', und a' === 0' - Cl ist.
Offenbar entsprechen sich auf diese Weise die beiden Ideale 0 und 0'.
Es ist schon oben (§.4) bewiesen, dass jedes Product a.' 0' aus zwei Idealen
a', b' in 0' wieder ein Ideal c' in 0' und zwar durch a' und durch b' theilbar ist;
da nun 02 = 0 ist, so ist gleichzeitig 0 a' · 0 b' === 0 a' v' === 0 c', also (nach §. 1, 9°)
).T(Oa' 0') == N(o a') }vT(O b') und folglich auch
N' (a' b') == N' (a') N' (0').
Umgekehrt: wenn c', c' Ideale in 0' sind, und wenn c' durch a' theilbar ist, so ist auch
oe' > oa', und folglich (§. 1, 10°) giebt es ein und nur ein Ideal b in 0, für welches
oe'=oa'fJ wird; da nun oe', also auch 6, relatives Primideal zu f ist, so giebt es
(nach 2°) ein und nur ein Ideal v' in 0', für welches 0 {)' == 0 wird; es ist daher
oe' === oa' · 00' == o(a'b'), woraus (nach 1°) c' == a'b' folgt; wäre nun zugleich
c' == Cl'b' und b' ebenfalls ein Ideal in 0', so würde 0 c' === 0 a' · 01)' == 0 a' · 0 b', und
hieraus (nach §. 1, 10°) 0 b' === 0 b', also auch b' == 1)' folgen. Hiermit ist folgender
Satz bewiesen:
3°. Ist das Ideal c' in 0' theilbar durch das Ideal a' in 0', 80 giebt es ein und
nur ein Ideal 1)' in 0' von der Art, dass a' 1)' == c' wird; ausserdem ist immer N' (a' v')
== ),~, (a') }..T' (6').
Aus allem Diesen ergiebt sich ohne Weiteres, dass die Gesetze der Theil-
barkeit der Ideale in 0' und ihrer Multiplication gänzlich mit den Gesetzen der
Theilbarkeit derjenigen Ideale in 0, welche relative Primideale zu f sind, überein-
stimmen und durch die genannte Correspondenz aus den letzteren unmittelbar
entnommen werden.
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§. 6.
H a np t i d eale u n d I dea1-Clas sen i n 0'.
Zwei Moduln Cl, 0 des Körpers Q, d. h. endliche Moduln, deren Basen zu-
gleich Basen des Körpers sind (§. 3), sollen äquivalent heissen, wenn es eine Zahl
fL von der Beschaffenheit giebt, dass a f.1 == 'b, und folglich, da l.l nicht verschwinden
kann, auch b t-L - 1 = Cl wird. Offenbar muss l.L eine Zahl des Körpers Q sein, und
wir wollen dem vorstehenden Begriffe der Aequioalenz noch die Beschränkung hin-
zufügen, dass a, 6 nur dann äquivalent heissen sollen, wenn eine Zahl fL VOll der
genannten Beschaffenheit existirt, deren Norm zugleich positiv ist; wenn aber der
Bedingung Cl f-L = B nur durch solche Zahlen f.l genügt werden kann, deren Nor-
men negativ sind, so können 0, 0 halb-äquivalent genannt werden. Sind zwei Moduln 0, C
mit einem dritten a ,äquivalent, so sind 0, c offenbar auch mit einander äquivalent.
Man kann daher die Moduln des Körpers g in .~fodltl-Cla8sen eintheilen, deren jede aus
allen den Moduln besteht, welche mit einem bestimmten Modul, dem Repriisentanten
der Classe, äquivalent sind. Alle Moduln einer Classe besitzen dieselbe Ordnung
0', welche die Ordnung der Classe heissen soll; denn wenn a 1.1. == b, und (0' irgend
eine Zahl ist, für welche a w' > a wird, so folgt durch Multiplication mit J.L oder
[f.l], dass auch 000' ? v ist, und umgekehrt ergiebt sich hieraus wieder c w' > Q.
Durchläuft Cl alle Moduln einer Classe A, ebenso 0 alle Moduln einer Classe B, so
gehören offenbar alle Producte av einer und derselben Classe an, welche die aus
A, B zusammengesetzte Classe oder das Product aus A, B heissen und mit A B be-
zeichnet werden soll.
Wir beschränken uns aber hier auf die Betrachtung der Ideale und verstehen
unter einer Ideal .. Classe der Ordnung 0' den Inbegriff A' aller Ideale in 0', welche
mit einem bestimmten Ideal a' in 0' äquivalent sind. Jedes mit 0' selbst äquiva-
"lente Ideal soll ein Hauptideal in 0', und der Inbegriff aller dieser Hauptideale soll
die Hauptelasse in 0' heissen und mit 0' bezeichnet werden. Ein solches Haupt-
ideal ist daher von der Form 0' p., wo fl in 0' enthalten ist, weil 0' p. durch 0' theil-
bar sein muss; ausserdem muss das' zugehörige Ideal 00' f! == 0 fJ- relatives Primideal
zu f, d. h. f.L muss relative Primzahl zu f sein (D. §. 163, 7.). Umgekehrt, ist die
in 0' enthaltene Zahl fL relative Primzahl zu f, und ist .N(fL) > 0, so ist 0' fL offen-
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bar ein Hauptideal in 0'. NUll besteht folgender Satz, von welchem wichtige All-
wendüngen Zll machen sind:
10. l'3t 0' ein Ideal in 0', und 11' ein durcli 0' theilbarer JIocZul, seeleher der Be-
rlingang 0' u' === 11' genUgt, 8V ,giebt es immer ein Ideal 6' in 0' 'von der ...-1rt, (lass a' 6' ein
Houptideal in 0', und b' + 11' == 0' icird.
Be u:eis. Der ~Iodul 011' ist ein Ideal in 0, weil er durch 0 theilbar ist und
der Bedingung 0 (0 n') === 011' genügt. Man zerlege nun on' in seine sammtlichen
Primideal-Fuctoren (§. 1, 12°) und bezeichne mit f 1 das Product aller derjenigen
dieser Primideale. welche in f aufgehen, mit 111 das Product aller iibrigen , so (lass
on' == litt l wird, Nun giebt es (§. 1, 14° ocler D. §. 163, 7.) immer ein Ideal 111r
in 0 von der Art, dass 0 n' ut, == a' t111 == 0 Cl, cl 11. ein Hauptideal in 0, und dass zu-
gleich tHr + 111 == 0, also 0 Cl + a' 1tl === 0 ll' wird, Da ferner a' ein Ideal in 0', also
ou' relatives Primideal zu f ist, so sind auch 0 a' Ul === a'ni und lf i relative Prim-
ideale, und folglich (§. 2, 2° oder D. §. 163, '7.) giebt es Zahlen p., welche den
beiden gleichzeitigen Congruenzen
genügen; diese Zahlen f.L bilden eine bestimmte Zahl-Claase in Bezug auf den Mo-
dul a'11l ff1 == fa' n', und man kann, wie unten nachträglich bewiesen werden soll,
die Zahl l-L zugleich so wählen, dass N(p.) > 0 wird. Aus der zweiten der beiden
vorstehenden Congruenzen folgt nun, dass f.L relative Primzahl zu ff1 und folglich
auch zu f ist; da ferner ffi > f > 0', uncl da die Zahl 1 in der Ordnung 0' ent-
halten ist, so ist zufolge der zweiten Congruenz auch p. in 0' enthalten, und folg-
lich ist 0' p. ein Hauptideal in 0'. Aus der ersten Congruenz folgt ferner mit Rück-
sieht auf 0 Cl + a' ttr === 0 a', dass auch 0 f1 + 'I' 111 == 0 a', und folglich 0 f.L == oa' b == a' b
ist, wo f ein Ideal in 0, und zwar relatives Primideal zu 111 ist. Da ferner 0 lJ-, und
folglich auch b relatives Primideal zu f f 1 ist, so ist 6 auch relatives Primideal zu
f f1 ttl == f 11', also 6 + f 11' == o, Bedeutet ferner 6' das dem Ideale b entsprechende
Ideal in 0' (§. 5), so ist b == ob', unel aus 0 l-L == a' 6, d. h. aus 0 (0' fL) == 0 (a' 6')
folgt 0' ll. == a' b'· Nun ist f > 0' und nach Voraussetzung 0' n' == 11', folglich
f 11' > 11', und da ebenfalls n' > 0' vorausgesetzt ist, so folgt f n' > 0', also
0' ~ f n' = f 11'; wendet man daher den allgemeinen Satz (§. 2, 1°)
r
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auf den Fall a === 0', C == f n' an und berücksichtigt ausserdem, dass 0' - b == b',
und 0 + lu' == 0 ist, so folgt b' + lu' == 0' - 0 === 0', woraus mit Riicksicht auf
fn' > n' > 0' sich endlich auch 0' + 11' == 0' ergiebt, \Y. z. b. \v.
Es ist nun noch der oben vorläufig übergangene Beweis nachzuholen, dass
man p. so wählen kann, dass N(p.) positiv wird. Dies geschieht offenbar durch den
Beweis des folgenden allgemeineren Satzes:
2°. Ist 111 ein Alodul des Korpers S2, und lJ.o eine bestinunie Zahl dieses J\Ö]]Jf.;r8~
80 giebt es unter den Zahlen (L, ioelclie = fLo (mod. TI1) sind, unendlich viele, die eine ])11..
sitioe ~~o1"rn haben.
Beincis. Dieser Satz ist selbstverständlich, sobald die sämmtlichen "Vurzeln
der Gleichung ~l«(J) ::=: 0, aus 'velcher der Körper Q abgeleitet ist, imaginiir , und
folglich die n Factoren von .L\r(f.l) == fL'~" · · · t-t(n) aus 1/2 n Paaren von zwei Zahlen
a + b i, a - bi bestehen; und wenn die Gleichung eine oder mehrere reelle 'Vur-
zeln hat, so braucht man offenbar nur die diesen Wurzeln entsprechenden Factoren
von i\'-"'(fi) zu betrachten, weil das Product der übrigen gewiss positiv ist. Da nun
nach Voraussetzung die Basiszahlen des endlichen Moduls 111 zugleich eine Basis
des Körpers ~J bilden, so kann die dem Körper angehörende Zahl 1 durch Multi-
plication mit einer positiven rationalen Zahl m in eine Zahl In des Moduls 111 ver-
wandelt werden, und wenn h eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet, so wird
hm ~ 0 (mod. nt), und folglich f.l == fLo + hm = P.o (mod. 111). Offenbar kann man
nun die ganze" rationale Zahl h positiv und so gross wählen, dass diejenigen Factoren
p.' = p.;) + h m , p." = p.~ + Am . · . p.(n) = p.~') + lun,
welche den reellen Wurzeln der Gleichung f(&) === 0 entsprechen, sämmtlich positiv
ausfallen, womit der Satz bewiesen ist.
§. 7.
C0 mpOS i t ion der I dea1-Class en.
Sind 0', 0" zwei beliebige Ordnungen des Körpers Q, und f', f" ihre Führer,
so ist offenbar ihr Product 0'" == 0' 0" ebenfalls eine Ordnung (§. 3), und da 0'"
ein gemeinschaftlicher Theiler von 0', 0" ist, so muss der Führer f'" der Ordnung
0'" auch ein gemeinschaftlicher Theiler von f', f" sein. Ist nun a' ein beliebiges
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Ideal in 0', ebenso &" em beliebiges Ideal in 0", so wird a' 6" == e'" ein Ideal in
0"'; denn aus 0' a' == a', 0" b" =::: b" folgt 0'" e'" == 0' 0" a' b" == a' 6" == e"'; aus
c' + f' = 0', b" + f" = 0" ergiebt sich ferner durch Multiplication
a' 0" + a' f" + f' 0" + f' f" === 0'"
und hieraus, weil jedes der Ideale a' f", f' 6", f' f" durch f"', und f"' durch 0'" theil-
bar ist, a' 6" + f'" = 0"'; also besitzt der Modul a' b" die charakteristischen Eigen..
schaften eines Ideals in 0'" (§. 4), und da allgelnein bewiesen ist, dass die Ordnung
eines Ideals in 0' identisch mit 0' ist, so ergiebt sich, dass die Ordnung eines Pro-
ductes von Idealen gleich dem Producte aus den Ordnungen der Factoren ist *).
Ist a' ein Repräsentant der Ideal-Olasse A' in 0', und 6" ein Repräsentant
der Ideal- Classe B" in 0", so ist jedes Product von zwei beliebigen Idealen in
A', B" von der Form a' fL ~ b" v == a' 0" (~'J), also ein mit a' 6" äquivalentes Ideal;
alle diese Producte gehören daher einer und derselben Ideal-Classe in 0'" an, welche
(wie bei den Moduln) die aus A', B" zusammenqesetete Olasse oder das Product aus
A', B" heissen und mit A' 13" bezeichnet werden solL Bedeuten A, B, C beliebige
Ideal-Classen beliebiger Ordnungen, so ist offenbar AB==BA, (AB)C == A(BC).
Von dieser allgemeinsten Composition der Ideal- Classen aller Ordnungen
kehren wir zurück zu der Betrachtung der Ideal .. Classen einer einzigen Ordnung
0'; jedes Product von solchen Classen gehört derselben Ordnung 0' an, weil 0'2 ~ 0'
ist. Da das Product 0' p. • a' === (La' aus einem Hauptideal 0' fL und einem beliebigen
Ideal a' mit diesem letzteren äquivalent ist, so folgt 0' A' == A', wo A' eine be-
liebige Idealelasse in 0', und 0' die Hauptelasse in 0' bedeutet. Da ferner, wenn
c' ein beliebiger Repräsentant der Ideal-Classe A' in 0' ist, immer ein solches Ideal
v' in 0' existirt, dass a' 0' ein Hauptideal in 0' wird, so giebt es eine Ideal- Classe
B' in 0' von, der Art, dass A' B' == 0' wird; und zwar giebt es nur eine einzige
solche Classe B'; denn wenn C' ebenfalls eine Ideal-Classe in 0', und wenn A C' == 0'
ist, so folgt A' B' Cf, == 0' B' == 0' C' = B' == C'. Diese Classe B' soll die zu A'
gehörende entgegengesetzte, oder die reciproke, oder inverse Classe heissen und durch
A,-l bezeichnet werden; offenbar ist A' zugleich die inverse Classe von A'-I. Sind
*) \Venn, wie es bei den quadratischen Körpern der Fall ist, jede Modul- Classe auch Ideale enthält,
so gilt der obige Satz auch für Producte aus Moduln , aber schon bei cubischen Körpern giebt es Moduln,
welche keinem Ideale äquivalent sind, und der obige Satz darf nicht mehr auf alle Producte von Moduln über...
tragen werden. Auf diese wichtige Frage werde ich bei einer anderen Gelegenheit zurückkommen.
•
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nun A', B', C' beliebige Ideal-Classen derselben Ordnung 0', so folgt aus ",4' B' == ..J' C'
durch Multiplication mit A' - 1 stets B' = C' *). Sind ferner A', B' beliebige Ideal-
Classen derselben Ordnung 0', so giebt es immer eine und nur eine Ideal- Classe
C' == ...4.'- 1 B' der Ordnung 0', welche der Bedingung ",4' C' == B' genügt.
§. 8.
C0 r res p 0 n den z zw i s ehe n den I dea1-Clas sen in 0 n11 d 0'.
Ist 0 wieder die aus allen ganzen Zahlen des Körpers Q bestehende Ord-
nung, 0 die Classe der Hauptideale in 0, und 0' eine beliebige Ordnung, so wird durch
jede bestimmte Ideal-Olasse A' der Ordnung 0' eine bestimmte Ideal-Classe 0 ...4' = ~4
der Ordnung 00' == 0 erzeugt, z, B. 0 selbst durch die Hauptelasse 0' der Ord-
nung 0'. Umgekehrt, ist A eine Ideal- Classe der Ordnung 0, so giebt es in ihr
immer einen Repräsentanten 0, der relatives Primideal zum Führer f der Ordnung
0' ist (denn nach §. 1, 14° oder §. 6 oder D. §. 163, 7. kann jedes Ideal der in-
versen Classe A- 1 durch Multiplication mit einem solchen Ideal a in ein Haupt-
ideal verwandelt werden, und dies muss folglich in .L4 enthalten sein); dann ist
a' = 0' - a das correspondirende Ideal in 0', und 0 a' == a (§. 5, 2°), und wenn
A' die Ideal-Classe in 0' ist, welcher a' angehört, so ist 0 A' == Li; also wird jede
Ideal- Classe A der Ordnung 0 durch mindestens eine Ideal .. Classe A' der Ordnung
0' auf diese Weise erzeugt. Wir suchen nun zunächst alle Ideal- Classen B' der
Ordnung 0', welche dieselbe Classe A hervorbringen, so dass OB' == OA' wird;
hieraus folgt aber 0 B' A' -1 === 00', also, wenn
B' A' - I = 11/', B' == Jf' .4'
gesetzt wird,
O_M' == O.
Umgekehrt, wenn M' eine der vorstehenden Bedingung genügende Ideal-Classe der
Ordnung 0', und wenn B' == jf' A' ist, so ist auch wirklich 0 B' = 0 -,t'.
Der Complex IDl' aller dieser Ideal- Classen M', unter denen sich auch 0'
und jede inverse Classe M,-l befindet, besitzt den Charakter einer Gruppe, insofern
*) Dieser Satz verliert, wie man leicht sieht, seine allgemeine Gültigkeit, wenn die Classen A', B', G'
nicht derselben Ordnung angehören.
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das Product VOll je zwei solchen Classen 11{' offenbar wieder demselben Complex
~)l' angehört. In den folgenden Paragraphen wird gezeigt werden, dass die Anzahl
dieser Classen JI' eine endliche ist; wir wollen dieselbe mit m bezeichnen und zu-
niichst ihre Bedeutung für das Problem nachweisen, welches den Hauptgegenstand
dieser Abhandlung bildet. Ist A' eine bestimmte Ideal-Classe in 0', und durchläuft
jll' alle tu Classen der Gruppe im', so bilden die sämmtlichen Producte .Al' A' eitlen
Uoruplex von Classen der Ordnung 0', der mit im' A' bezeichnet werden mag; da
aus Jf~ A' == JJ~ A' auch .L1f~ == M; folgt (§. 7), so besteht ein solcher Complex
!l)l' i1' aus m verschiedenen Classen. Enthalten ferner zwei solche Complexe IDl'A',
~Jl'B' eine und dieselbe Classe At; A' == j[~B', so ist B' = M;-lM; A' == M~ A' ,
\VO A!.; == .lJI;-l.A:JI{ ebenfalls in IDl' enthalten ist, und hieraus folgt offenbar, dass
die sämmtlichen m Classen des Complexes ilJl'B' mit denen von IDC' A' vollständig
übereinstimmen, Man kann daher alle Ideal-Claasen der Ordnung 0' in lauter ver-
schiedene solche Complexe von der Form IDl' A', IDl' B' · · · eintheilen. Nun ist oben
gezeigt, dass jede bestimmte Ideal- Classe A der Ordnung 0 in der angegebenen
Weise durch die sämmtlichen m Classen eines bestimmten solchen Complexes 9)1' A',
und durch keine andere Classe der Ordnung 0' erzeugt wird, und dass umge-
kehrt alle III Classen eines solchen Complexes durch Multiplication mit 0 eine und
nur eine Classe A der Ordnung 0 erzeugen. Mithin ist die Anzahl aller dieser
Complexe identisch mit der Anzahl h der verschiedenen Ideal-Classen der Ordnung
0, deren Endlichkeit schon bewiesen ist (D. §. 164, 2°), und zugleich ergiebt sich,
dass
h' == 1121/
die Anzahl aller verschiedenen Ideal- Classen der Ordnung 0' ist.
§. 9.
Bestimmnng des Yerh ä.ltnisses m. der Olassen-Ansahlen h' und h,
Es sei 11[' eine bestimmte Classe der Gruppe i))1', und m' ein bestimmter
Repräsentant von J['. Da O...ll' == 0 ist, so ist 0 m' ein Hauptideal in 0, also von
der Form 0 fJ., \VO Il. eine ganze Zahl von positiver Norm und zwar relative Prim-
zahl zu fist, wo f wieder den Führer der Ordnung 0' bedeutet. Umgekehrt, ist
tL eine solche Zal11, so ist 0 JJ. ein Hauptideal in 0 und relatives Primideal zu f,
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mithin giebt es (§. 5, 2°) ein und nur ein Ideal m' in 0', welches der Bedingung
om' == 0 l.t genügt, und wenn jl' die durch m' repräsentirte Idealelasse in 0' be-
deutet, so ist 0 A{' === 0; jeder bestimmten Zahl u von der angegebenen Beschaffen-
heit entspricht daher auf diese Weise eine und nur eine Idealelasse -,lI', welche
der Gruppe ffi1' angehört. Auf diese Correspondenz bezieht sich der folgende Satz:
Sind 1-1, (-11 ganze Zahlen von positiver Norm und relative Primzahlen zu r, 80 bp.
steht die erforderliche und hinreichende Bedingung dafür, dass beiden Zahlen eine und die-
selbe Classe M' der Gruppe IDC' entspreche, in der Conqruen:
1-11 = fJ- ew' (mod. f),
wo s eine Einheit in 0, und 0)' eine in 0' enthaltene relative Primzahl zu f bedeutet, deren
Normen beide positiv sind.
Beweis. Ist m' == 0' - 0,... das Ideal in 0', welches dem Ideal 0,... entspricht
und folglich der Bedingung 0 m' = 0 I.l genügt, 80 kann man, weil m' + f == 0' ist,
eine Zahl p.' so wählen, dass (.L' _ 0 (mod. m') und 1-1' =1 (mod. f) wird (§. 2, 2°);
auch leuchtet ein, dass zugleich die Bedingung J\T(fi') > 0 erfüllt werden kann
(§. 6, 2°). Dann ist O'l-L' ein durch m' theilbares Hauptideal in 0', weil 0',.,.' +f = 0'
ist, und folglich giebt es ein Ideal n' in 0', welches der Bedingung m'n' = 0',...'
genügt und folglich der inversen Classe M,-l angehört. Hieraus folgt durch Mul-
tiplication mit 0, dass 0 f-L' = 011' fl, also fl' durch ,... theilbar ist; setzt man p.' = fL v,
so ist v eine ganze Zahl von positiver Norm und relative Primzahl zu r, weil
fJ. y = 11' = 1 (mod. f) ist; zugleich wird 0 f.L v == 0 n' fJ-, und folglich 0 u' = 0 v.
Wenn nun das dem Ideale 0 f-11 entsprechende Ideal m~ == 0' - 0""1 derselben
Classe M' angehört, wie m', so ist auch m~ n' ein Hauptideal in 0', also m~ n' == 0' w',
wo 00' eine Zahl in 0' von positiver Norm und relative Primzahl zu fist. Multi-
plicirt man mit 0 und berücksichtigt, dass 0 m~ == 0 1-11 und 0 n' == 0 v ist, so folgt
of-11 v = 000', und hieraus ""1 v == S (0', wo E eine Einheit in 0 bedeutet, deren Norm
==+ 1 sein muss, weil die Normen der Zahlen ""'1' "'J, w' positiv sind. Multiplicirt
man mit IL, so ergiebt sich die zu beweisende Congruenz, weil /LV = IL' =1 (mod. f)
und of == fist.
Umgekehrt, wenn diese Congruenz, in welcher /L, 1L1l e, w' die in dem Satze
angegebene Bedeutung haben, erfüllt ist, so folgt durch Multiplication mit ve- 1
die Congruenz
vfLl a-- 1 = w' (mod. f),
aus welcher hervorgeht, dass die ganze Zahl a' = v /LI e-1, welche relative Prim-
5
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zahl zu fist und eine positive Norm besitzt, der Ordnung 0' angehört, und folg-
lich ist 0' 0.' ein Hauptideal in 0'. Da nun 0 v = 0 u' und o!LIa-1 == 0 (11 == 0 m~
ist, 80 folgt 0 (0' 0.') := 0 (u' ttt~), also auch 0' a' :=:: n' m~ (§. 5, 1°), mithin gehören
die Ideale 11', llt~ zu entgegengesetzten Classen, d. h. das dem Ideal 0 f-ll entspre-
chende Ideal ltt~ ist äquivalent mit 1U', w. z. b. w.
Mit Hülfe dieses Satzes ist es leicht, die Anzahl m der in der Gruppe IDl'
enthaltenen Classen lll' zu bestimmen. Wir bezeichnen mit ~ (f) die Anzahl aller
der in 0 enthaltenen Zahlen 00, welche incongruent in Bezug auf den Modul fund
zugleich relative Primzahlen zu f sind; diese Anzahl ist (D. §. 163, 7.)
~ (f) == ~"f(f) TI (1 __1_),
T.L ~~l(q)
wo das Productzeichen 11 sich auf alle verschiedenen, in f aufgehenden Primideale
q bezieht. Die Repräsentanten w selbst können (nach §. 6, 2°) immer so gewählt
werden, dass sie positive Normen haben. Wenn eine dieser Zahlen (wie z, B. die
Zahl 1) in 0' enthalten ist, so gehören auch alle mit ihr congruenten Zahlen der
Ordnung 0' an, weil f durch 0' theilbar ist; die Anzahl dieser nach f incongruenten
Zahlen ru' oder der zugehörigen Zahlclassen ist ebenfalls als bekannt anzusehen,
sobald 0' gegeben ist, und soll mit ~' (f) bezeichnet werden. Da 0'2 = 0' ist, 80 ist
das Product aus je zwei Repräsentanten dieser Zahlelassen immer wieder einem
solchen Repräsentanten congruent, und der Complex dieser ~' (f) Repräsentanten
hat daher den Charakter einer Gruppe. Multiplicirt man dieselben mit einer be ..
liebigen in 0 enthaltenen Zahl w, welche relative Primzahl zu f ist, so erhält man
't' (f) incongruente Zahlen, welche ebenfalls relative Primzahlen zu f sind, und
deren Complex kurz mit (w) bezeichnet werden soll; zwei solche Complexe (a), (r)
sind (nach der in §. 8 angewendeten Schlussweise] entweder gänzlich verschieden,
d, h. keine der in (~) enthaltenen Zahlen ist congruent mit einer der in (p) ent-
haltenen Zahlen, oder sie sind völlig identisch, d. h. alle durch den einen Complex
vertretenen y' (I) Zahlelassen stimmen gänzlich mit den Zahlelassen des anderen
Complexes überein. Es wird daher auch das System aller ~ (f) Repräsentanten in
eine Anzahl solcher Complexe (w) zerfallen, d, h. 9(f) wird theilbar sein durch
~'{f); wir betrachten zunächst aber nur alle diejenigen Complexe (e), welche ent-
stehen, wenn a alle Ein/leiten des Gebietes 0 durchläuft, deren Normen == + 1 sind,
l~~s sei 8 die Anzahl aller verschiedenen Complexe
•
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( B1), (e2) · . · (5s )
dieser Art, so bilden die in ihnen enthaltenen s'}' (f) Repräsentanten offenbar wie-
der eine Gruppe im obigen Sinne; jede Zahl von der Form e (0' ist einer UIHl nur
einer dieser Zahlen congruent, welche umgekehrt selbst in dieser Form enthalten
sind. Ist nun r-t eine in 0 enthaltene relative Primzahl zu f, deren Norm positiv
ist, und bezeichnet man mit «(f-L)) den Complex der 8'f'(f) incongruenten, in den
8 Complexen (f! 51)' (fL E2) · · · (p,. cs) enthaltenen Zalllen, so sind wieder zwei solche
Complexe «(r-t)) und ((fll)) entweder gänzlich verschieden, oder völlig identisch,
und folglich besteht das System aller 'f (f) Repräsentanten waus einer Anzahl von
solchen Complexen «(f-L)); diese Anzahl muss aber nothwendig === m, d. h. gleich
der Anzahl der verschiedenen, in der Gruppe IDC' enthaltenen Idealelassen Jf' sein,
weil nach dem obigen Satze je zwei Hauptidealen 0 f-L, 0 lLl dieselbe Classe ...11' oder
zwei verschiedene solche Classen entsprechen, je nachdem die beiden Complexe
((tt)), ((fLl)) identisch oder verschieden sind. Mithin ist
~ (f) == In 8 ~' (f),
also
h'
-==ln==h,
~ (f)
8~' (f)
§. 10.
Umformnng des Resultates.
Es ist nun noch von Wichtigkeit, die Anzahl 8 in bestimmter 'Veise darzu-
stellen, und hierzu gelangt man mit Hülfe der in der Einleitung erwähnten Theorie
der Einheiten von Dirichlet, welche ich zu diesem Zweck in etwas verallgenleinerter
Form dargestellt habe (D. §. 166). Wir fragen zunächst: wie müssen zwei Ein-
heiten e, So von positiver Norm beschaffen sein, damit die oben mit (E), (so) be-
zeichneten Complexe identisch ausfallen? Offenbar ist hierzu erforderlich. dass
s == E00.>' (mod. l) sei, wo 00
'
eine der Ordnung 0' angehörende Zahl bedeutet; mit-
hin muss SS~l = 00
'
(mod.l), also s = S/SO sein, wo Si = SS~l eine der Ordnung
0' angehörende Einheit von positiver Norm bedeutet; und es leuchtet unmittelbar
ein, dass diese Bedingung s = Si So auch hinreichend ist, dass sie also die Identit~t
der Complexe (s), (so) zur Folge hat. Bezeichnet man daher, wie oben, Hut
5*
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(eI)' (52) · · · (Es) die sämmtlichen 8 verschiedenen Complexe von der Form (5), so
ergiebt sich, dass man alle Einheiten a der Ordnung 0, und jede nur ein einziges
Mal erhält, wenn man jede der 8 particulären Einheiten EI, 52 · · · es mit allen Ein-
heiten E' der Ordnung 0' multiplicirt. Hieraus folgt zunächst, dass die sie Potenz
eS einer jeden Einheit e in 0 immer eine Einheit e.' in 0' ist, weil die s Complexe
(aEI)' (e=2) · · · (eEs) nothwendig mit den Complexen (Ei), (E2) · · · (es), ,venn auch
in anderer Ordnung, übereinstimmen müssen, und weil folglich das Product
von der Form a' · EI 52 · · · es ist, wo s' eine Einheit der Ordnung 0' bedeutet.
Wir müssen nun das Hauptresultat der Theorie der Einheiten kurz in Er-
innerung bringen. Es sei v die Gesammtanzahl der (2 v-n) reellenWurzeln und der
(n- v) Paare von je zwei conjugirt - imaginären Wurzeln a + bi der irreductibelen
Gleichung f(O) = 0, aus welcher der Körper Q entsprungen ist (§. 1); behält mall
von jedem Paare imaginärer Wurzeln nur die eine bei, so bleiben \J Wurzeln
übrig, die mit
6', (j" . . . fj(v)
bezeichnet werden mögen. Ist nun e == ~ (6) eine beliebige Einheit des Körpers
Q, so soll durch das Symbol l'(e) der reelle Theil des Logarithmen von r.r (6')
oder das Doppelte dieses reellen Theils bezeichnet werden, je nachdem 6' reell oder
imaginär ist, und die Symbole l"(e), l"'(e) · · · ~II)(e) sollen die entsprechende Be.
deutung in Bezug auf die anderen Wurzeln 6", 6'" · · · 6(11) haben. Dann folgt aus
.L-\""( a) == 1, dass immer
Z'(e) + l"(e.) + · · ·+ l(v)(E) = 0
ist. Es wird nun zunächst bewiesen (D. §. 166, 5.), dass es in jeder Ordnung 0'
immer (v - 1) von einander unabhängige, d. h. solche Einheiten P; I P; · · · P~-1 giebt,
für welche die Determinante
2; + r (p;) l" (p;) · · · [(li -1) (p: -1 ) ,
welche wir zur Abkürzung mit
•
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bezeichnen wollen, emen von 0 verschiedenen (positiven) Werth besitzt. Lässt man
nun Uj, U2 • · · Uv-l alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, BO erhält man eine
Gruppe B' von unendlich vielen in 0' enthaltenen Einheiten
die sich durch Multiplication und Division reproduciren; je zwei verschiedenen
Systemen von Exponenten entsprechen zwei verschiedene Individuen der Gruppe B'.
Die Einheiten p~, p; · · · P~-l' welche eine Basis der Gruppe B' bilden, können
offenbar ohne Aenderung von B' und L(p~, p; · · · P;-l) durch je (v - 1) Ein..
heiten ersetzt werden, welche aus B' so ausgewählt sind, dass die aus den zuge..
hörigen (v - 1)2 Exponenten u gebildete Determinante == 1 wird. Bezeichnet man
mit B' (]. den Inbegriff aller Producte aus einer bestimmten Zahl ce und jeder der
in R' enthaltenen Einheiten, so sind zwei solche Complexe entweder gänzlich
identisch, oder sie haben keine einzige Zahl gemeinschaftlich; das System aller
Einheiten s' der Ordnung 0' besteht (D. §. 166, 6.) aus einer endlichen, von R' ab-
hängigen Anzahl r ' solcher Complexe, woraus leicht folgt, dass a,r' stets der Gruppe B'
angehört. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass unter allen Systemen von ('J - 1)
unabhängigen Einheiten der Ordnung 0' auch solche Systeme p~, p; · · · P~-l exi-
stiren, für welche die Determinante L(p~, p~ · · · P~-l) einen Minimu1nwerth erhält;
dann besteht das System aller Einheiten s' der Ordnung 0' aus r' Complexen von
der Form
,
B' R' , R,,2 B' ,r'-l, p , p ... p ,
wo p' eine primitive Wurzel der Gleichung p,r' == 1 bedeutet (D. §. 166, 7.). Ein
solches System von (v - 1) unabhängigen Einheiten p~, p; · · · P~-l heisst ein
Fundamental.System der Ordnung 0', 'und wir wollen zur Abkürzung den durch die
Ordnung 0' vollständig bestimmten Quotienten
L (p~, p; · · · P~-l) = E (0')
r' .
setzen *). Es würde sich, wie wir beiläufig bemerken, durch Betrachtungen, welche
. h K" (n - 2 v-I) besteht B' aUB der ein-
*) In dem singulären Fall eines imaginären quadratisc en orpers -!:- d di Determinante
zigen Einheit 1, r' bedeutet die endliche Anzahl aller in 0' enthaltenen Einheiten , un re
L (li, ~~ · .. ()~ -1) ist durch 1 zu ersetzen.
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den gleich folgenden sehr ähnlich sind (vergl. D. §. 161), auch leicht beweisen
lassen, dass Zähler und Nenner dieses Quotienten sich mit einer uncl clerselben
ganzen rationalen Zahl multipliciren, wenn das Fundamental-System p~, p; ... P~-l
durch ein beliebiges System von (v -- 1) unabhängigen Einheiten der Ordnung 0'
ersetzt wird. Wir wollen nun beweisen , dass die in dem Verhältniss h': lt === In
auftretende Anzahl 8 der Complexe E' a1, c' Si • • • E' es, aus welchen (las System
aller Einheiten s der Ordnung 0 besteht,
E (0')
- E (0)
ist.
Zn diesem Zwecke bezeichnen wir mit PI' P2 . · · Pv -1 ein Fundamental-
System von Einheiten der Ordnung 0, mit R die zugehörige Gruppe der aus ihnen
durch nlultiplication und Division gebildeten Einheiten, und mit T die Anzahl der
Complexe
R, Rp, R p2 ••• Rpr-l,
aus welchen das System aller Einheiten s der Ordnung 0 besteht, wo nun P eine
primitive Wurzel der Gleichung pr == 1 bedeutet. Unter diesen Einheiten e be..
finden sich auch alle Einheiten s' der Ordnung 0', weil 0' durch 0 theilbar ist.
Ist nun e ein bestimmter Index aus der Reihe 0, 1, 2 · · · (v - 1), so giebt es
unter allen denjenigen Einlleiten von der Form
welche, wie z. B. r:, auch der Ordnung 0' angehören, mindestens eine
IU welcher der letzte Exponent II seinen kleinsten positiven Werth a(e) erreicht und
e '
es leuchtet ein, dass in jeder anderen Einheit c'. der letzte Exponent u nothwendiz
durch a~,') theilbar, also von der Form a~e)< se:n muss, wo xe eine ga~ze rational:
Zahl bedeutet; es wird daher
•
,
,
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eine in 0' enthaltene Einheit von der Form c'.
e-l'
In diesem letzteren Fall ist
oder ~ 1 sein, wenn e == 0 ist.
und da pr 1 eine Einheit der Ordnung 0' ist, so muss r durch a theilbar, also
r === a r'
sein, und folglich ist p' eine primitive Wurzel der Gleichung p"o' === 1. Hat man
nun nach der obigen Vorschrift für jeden Index e == 0, 1, 2 · · · (v - 1) eine
solche particuläre Einheit p', p~, p; · · · P~-l der Ordnung 0' aufgestellt, so ergiebt
sich, dass jede Einheit e' der Ordnung 0', d, h. jede Einheit a~_l' von der Form
a'. IXV-l - I 'XV- 2 'XV_ 1 - t
v-2P,,-1 - Civ - SPv- 2 P,,-l - e c.,
also schliesslich von der Form
ist, wo tc, l1:1, [('2 • • • ~11V _ 1 ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste tC auf die
r' Werthe 0, 1, 2 · · · (1'01 - 1) einzuschränken ist; umgekehrt leueiltet ein, dass
alle Zahlen e,' VOll der vorstehenden Form auch wirklich Einheiten der Ordnung
0' sind. Da die Zahlen a, a~, a;' a~::/) sämmtlich positiv sind, so ist auch
ihr Product
A == aal' a2" .. · a(v-l)v-I
positiv; nun ergiebt sich aus der Bildung der Einheiten p~, p~ · · · P:-l' dass
einen von 0 verschiedenen, positiven Werth hat; mithin bilden dieselben em Sy-
stem von (v - 1) unabhängigen Einheiten der Ordnung 0;, ja sogar ein Funda-
mental-System, weil für jedes beliebige System von (v -1) Einheiten e~, e~ · · . a:_ 1
dieser Ordnung 0; offenbar L (e~, e; · · · a:_1) = p L (p~, p; · · · r:-l) wird, wo ]J
eine ganze rationale Zahl bedeutet. Bezeichnet man wieder mit R; die Gruppe aller
Einheiten, welche aus P~' P~ . · · P:-l durch Multiplication und Division gebildet
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werden können, so besteht das System aller Einheiten s' der Ordnung 0' aus den
1" verschiedenen Complexen
R' B' , B' ,2 R' ,,'-1, P, P 0 0 0 p .
Da ferner oben r == a r' gefunden ist, so ergiebt sich aus der vorhergehenden
Gleichung
E (0') = AE (0).
Nun ist offenbar A die Anzahl aller derjenigen in 0 enthaltenen Einheiten
deren Exponenten den Bedingungen
o Sv<a, o <1)} < a'} 0 0 0 0 <v < a(v-l)
- v-I v-I
genügen. Da ferner jede Einheit der Ordnung 0' die Form
hat, wo
1l' = a(v-l) vJI-l v-I ~ v-I
Ir
o
.. _ '_} == a(JI-l) JJ + a(v-2) x
, y-2 y-l 1'-2 v-2
«, a(v-l) 1: + a(v-2)x +1 t v-I 1 v-2
u:
-
a(JI-l) 11 + a(v-2) x +lv_l t v - 2
+ a; Xl
+ a' ~VI + a »
ist, so kann man, wenn eine beliebige Einheit
S == r;/t pU) ptl2 . 0 0 O"V-l
• 1 2 • v-}
der Ordnung 0 gegeben ist, die Einheit E', d. h. die Exponenten xY_l' x
y
_
2
• • • Xl' X
stets und nur auf einzige Weise so wählen, dass die Zahlen
rlen obigen Bedingungen genügen, dass also H'-l eine der A Einheiten E
o
wird;
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jede Einheit a der Ordnung 0 lässt sich daher stets und nur auf eine einzige Weise
in die Form a' co setzen, wo s' eine Einheit in 0', So eine der obigen A Einheiten
in 0 bedeutet. Durchläuft a' alle Einheiten der Ordnung 0', während So constant
bleibt, so erhält man einen Complex von unendlich vielen Einheiten e = e' Eo, und
zwei solche Complexe, welche zwei verschiedenen Werthen von So entsprechen, sind
gänzlich verschieden von einander; mithin besteht das System aller Einheiten E
der Ordnung 0 aus A solchen Complexen. Aber es ist oben gezeigt, dass die
Anzahl dieser Complexe === 8 ist; mithin ist 8 == A, d. h.
E (0')
8 = E (0) ,
w. z, b. w.
Hiernach nimmt das frühere Resultat für das Verhältniss der Classen-
anzahlen die folgende Form an
1l'
- == 1n ===h
~ (f) E (0)
~'(f) · E(o')'
6
in welcher die Lösung unseres Problems nach der Methode von Gauss enthalten ist.
§. 11.
Zerlegbare Formen, welche den Idealen von beliebiger Ordnung entsprechen.
Bevor wir zu der Ableitung desselben Resultates nach der Methode von
n· · · · 't' . Worten den Zu-irichlet übergehen, wird es zweckmässig sem , rrn eimgen
sammenhang zwischen den Idealen von beliebiger Ordnung und den zerlegbaren
Formen des Körpers Q zu besprechen.
Bilden die Zahlen 0)1' W2 ••• W
n
eine bestimmte Basis der aus .allen ganzen
Z hl d .. T 11 wir die n Basissahleu
a en es Korpers bestehenden Ordnung 0, so "W 0 en
w; = k~') W1 + k~) W 2 + ···+ k~) W n
der Ordnung 0' (§. 3) und die n Basiszahlen
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a: = a~')w~ + a~)w~ + ···+ a~)w~
eines Ideals a' In 0' (§. 4) immer so wühlen, dass die Determinanten
~ + k' k" · · · k(nn) ::::::: (0, 0/) === k
- 1 :!
2: ± a~ a;' · a;in) == (0', Cl') == N'(a /)
werden, also posnu:e Werthe erhalten.
Die siimmtlichen Zahlen des Ideals Cl' sind von der Forni
wo die Variabelen .1~1' tl'2 • • • ~rn alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, und es
ergiebt sich, genau wie fiir die Ideale in 0 (D. §. 165), dass
}..1 (a') == ll' (a')X
ist, wo ~Y eine homogene Function nten Grades der n Variabelen Xl' X2 • • • Xn mit
ganzen rationalen Coefficienten bedeutet, welche, wie aus §. 6 folgt, keinen gemein-
schaftliehen 'I'heiler haben; die Determinante dieser Form X (§. 1) ist
== D (0,0')2 ::::::: Dk2 ,
wo D === a (Q) wieder die Grundzahl des Körpers g bedeutet. Alle Formen X,
welche allen verschiedenen Basen aller mit a' äquivalenten Ideale entsprechen,
sind äquivalent, d. h. sie gehen durch lineare Substitutionen mit ganzen rationalen
Coefficienten, deren Determinanten === + ~ sind, in einander über; jeder Ideal-
elasse entspricht also eine bestimmte Formenclasse. Der Multiplication zweier
Ideale a', b" der Ordnungen 0', 0" oder der Composition der sie enthaltenden Ideal-
classen li', Eil entspricht die Composition der zu den Idealen c', b" gehörigen
Formen ..L''"", J'" zu einer dem Ideale c' b" entsprechenden Form Z, deren Deter-
minante
== D (0, 0'0")2
ist, und zugleich folgt hieraus die Composition der Formenclassen *).
. *) Da". wie seh~n oben (§. 7, Anmerkung) bemerkt ist, ~Iorluln existiren, welche keinem Ideale äqui-
val--ut sind, so ist, was ICh hervorheben zu müssen glaube, in dem Obigen noch nicht die Theorie aller zerleg-
ha re n Formen enthalten, welche den siimmtlichen Moduln eines Körpers .n entsprechen.
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Um die Rückkehr von diesen allgemeinen Untersuchungen zu dem Fall der
quadratischen Körper und Formen zu erleichtern, füge ich noch folgende Beluer-
kungen hinzu, von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugen wird (vergl. D.
§§. 168 bis 170). Jede Wurzel einer irreductibelen quadratischen Gleichung ist VOll
der Form a + bVc, wo c eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche keine Quadrat-
zahl und auch durch keine Quadratzahl ausser 1 theilbar ist; a und b sind ratio-
nale Zahlen, und b ist von 0 verschieden. Die Grundzahl D des quadratischen
Körpers Q, welcher aus der Zahl a + bVcentspringt, ist == c oder == 4 c, je
nachdem c = 1, oder c = 2, 3 (mod. 4) ist; setzt man
0= D + VD,
2
so bilden die Zahlen 1, ß eine Basis der Ordnung 0, welche aus allen ganzen Zahlen
t + uVn
(JJ :=: ----2
des Körpers besteht, wo t, u alle, der Bedingung t = Du (mod. 2) genügenden
Paare von ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen haben. Jede Ordnung 0' ist
dann von der Form [1, k B], wo k :=: (0,0') eine beliebige positive ganze rationale
Zahl bedeutet; der Führer f einer solchen Ordnung ist das Hauptideal ok== [k, kO],
und es ist 1\7(f) == k2• Setzt man, wenn p eine positive rationale Primzahl bedeutet,
(D, p) == 0, + lader - 1,
je nachdem 0p das Quadrat eines Primideals, das Product aus zwei verschiedenen
Primidealen, oder selbst ein Primideal ist (vergl. D. §. 168), so ist
:) ( 1)( (D,p))~(ok)=k· TI 1- P 1- -p- ,
wo p alle verschiedenen in k aufgehenden Primzahlen durchläuft; da ferner jede
Zahl der Ordnung 0' mit einer rationalen Zahl congruent ist in Bezug auf 0 k, so ist
o/'(ok) = ~(k) = k rr (1 - ~),
und folglich
6*
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~ (ok) = k II ('1 _ (D, p)).
~/(ok) P
Ist nun der Körper Q imaginär, also D negativ, so ist (vergl. §. 10, An-
merkung)
E(o) _ r'
E(o')-r'
wo I' die Anzahl aller Einheiten in 0, und r' die Anzahl aller Einheiten in 0' be-
deutet, Die letztere Anzahl 111 ist (wenn 0' von 0 verschieden ist) immer ::=: 2,
und ebenso ist r immer == 2, ausgenommen die beiden Fälle D == - 3, ,va r == 6,
und D == - 4, wo r == 4 ist. Es ist daher im Allgemeinen
It' (D, p))7i=m=kII 1--p- '
aber dieses Product ist im Falle D === - 3 durch 3, im Falle D == - 4 durch
2 Zll dividiren. Ist der Körper Q reell, also D positiv, so ist T = r' = 2, und folglich
E (0) loge
E (0') == log s' ,
•
wo, wenn kVn = VD' gesetzt wird,
T+ uVn
s= ,
2
T' + U'VD'6,'==-----2
i
,
I
die Fuudamentaleinhcitcn der Ordnungen 0, 0' bedeuten, und man erhält
h' = loge . k TI (1 _ (D, p)).
h log e' p
Was das Zeichen (D, p) betrifft, so ist sein Werth = 0, wenn p in D aufgeht;
ist p = 2 und D ungerade, also D =1 (mod, 4), so ist (D, p) = + 1 oder
= - 1, je nachdem D == 1 (mod. 8) oder D == 5 (mod. 8); ist endlich p ungerade,
und D nicht theilbar durch p, so ist unter Anwendung der Bezeichnung von
Legendre
(D,p) = (~).
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Jeder Idealelasse in 0' entspricht nach den obigen Festsetzungen eine Classe
von äquivalenten quadratischen Formen a tV2 + bx Y + Cy2, deren constante Coef-
ficienten a, b, c ganze rationale Zahlen ohne qemeinschaftlichen Theiler sind, und die
gemeinschaftliche Determinante *) dieser Formen ist D' == b2 - 4 ac == Dk2 ; wenn
D negativ ist, so treten nur sogenannte positive, d. 11. solche Formen auf, deren
äussere Coefficienten a, c positiv sind. Umgekehrt entspricht eine bestimmte Classe
von äquivalenten quadratischen Formen, deren Determinante D' keine Quadratzahl
ist, immer einer und nur einer Idealelasse eines quadratischen Körpers Q, und
wenn 0' die Ordnung dieser Idealelasse bedeutet, so ist D' =::D (0,0')2 == Dl»,
WO D die Grundzahl von g ist. Mithin sind in den obigen Formeln die ver ..
schiedenen Sätze enthalten, welche sich auf die Anzahl der quadratischen Formen
in verschiedenen Ordnungen und auf die Unterscheidung der eigentlich und un-
eigentlich primitiven Formen beziehen.
§. 12.
Methode von Dirichlet.
Wir wenden uns nun der zweiten Lösung desselben allgemeinen Problems zu,
welche auf den von Dirichlet eingeführten Principien beruht. Durchläuft a' alle
Ideale der Ordnung 0', so convergirt die Reihe
8 -18/= ~~ ~V/(a')s
für alle p08ltwen Werthe von (8 - 1); denn weil N' (a') = N (0 a') ist (§. 5, 10),
so bilden die Glieder dieser Reihe nur einen Theil der gleichfalls aus lauter posi-
tiven Gliedern bestehenden Reihe
8 -1
S = 2: S(a)s'
In welcher a alle Ideale der Ordnung I) durchläuft, und deren Convergenz schon
*) Es ist wohl darauf zu achten, dass die hier im Sinne von §. 1 definirte Det.erminante. das Vie~fache
der Zahl ist, welche von Gauss die Determinante der Form genannt wird, während der Begriff der (eigent-
lichen) Aequivalenz der Formen derselbe bleibt.
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früher bewiesen ist (D. §. 167); übrigens ergiebt sich die Convergenz der Reihe S'
auch aus den weiter unten folgenden Untersuchungen.
Unsere Hauptaufgabe besteht darin , den Grenzlferth. zu ermitteln, welchem
die SU111ll1e S' sich für unendlich kleine positive Werthe 'von (s - 1) annähert.
Zu diesem Zweck betrachten wir aber zunächst nur denjenigen Theil S" der Reihe ~S',
welcher allen, durch ein gegebenes Ideal 111' der Ordnung 0' theilbaren Haupt-
idealen a' entspricht. Die allgemeine Form dieser Ideale a' ergiebt sich auf die
folgende Weise.
1) Jedes Ideal a' ist von der Form f-L 0', wo l-l eine in 0' enthaltene Zahl
bedeutet, welche relative Primzahl zu dem Führer f der Ordnung 0' ist.
2) Die Zahl fL muss in dem gegebenen Ideal 111' enthalten sein.
3) Die Norm der Zahl f-L muss positiv sein.
Umgekehrt, wenn l-l diese drei Bedingungeil erfüllt, so ist p. 0' jedenfalls eins
von den Idealen a', auf welche sich die Summe S" erstreckt.
Bilden nun die Zahlen l-ll' ""2 · • • p-n eine Basis des gegebenen Ideals m', so
ist zur Erfüllung der Bedingung 2) erforderlich und hinreichend, dass
sei , wo ln17 rn2 · . · mn ganze rationale Zahlen bedeuten, und da 111' durch 0' theil..
bar ist, so ist jede solche Zahl f.L auch in 0' enthalten, Aber sie soll zufolge 1)
auch relative Primzahl zu f sein, Bezeichuen wir nun wieder (wie ill §. 9) mit
y'(f) die Anzahl aller in 0' enthaltenen Zahlen (0', welche incongruent in Bezug
auf f und zugleich relative Primzahlen zu f sind, so muss g'leichzeitig
po == ru' (1110c1. f), po == 0 (modrn')
sein; da f + m' == 0' ist, so giebt es (nach §. 2, 2(') immer Zahlen l-l, welche einem
solchen Congruenz .. Paar genügen, und sie bilden eine bestimmte Zahlelasse in Be ...
zug auf den .Modu! f - 111', welcher offenbar == f 111' ist; denn da 1U' > 0 m' ist, so
ist f - tn' ein gemeinschaftliches Vielfaches der beiden relativen Primideale f, 0 iu',
also auch ein Vielfaches ihres Productes f om' == I m', und umgekehrt ist f;nt' ein
gemeinschaftliches Vielfaches von f und 11t', weil m' > 0, f > 0' und f 0 ==: f, 0' m' === ur'
ist. Die siimrntlichsn Zahlen f-1, welche den Bedingungen 1) und 2) genügen, bil-
den daher 't'(f) verschiedene Zahlelassen (lIIOd. f m"), Jede solche Zahlelasse besteht
••
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aber, weil km' > fm' ist, aus (f m', km') verschiedenen Zahlclassen (mod. km'), und
folglich ist
c == ~' (f) (f 111', k 111')
die Anzahl der Zahlclassen (mod. km'), aus welchen das System aller dieser Zahlen
po besteht. Es lässt sich leicht zeigen, dass diese Anzahl c von m' unabhängig ist.
In der That, aus
folgt
(0, 111') :::::: (0, 0')(0',nt") ===: (0, 0111') (0 111',1U')
l: ~\i' (m") == "",T(011t') (011t', 111'),
mithin, weil ~T'(l1t') == ~T(ont') ist (§. 5, 1°), (0111', nr') == k, also auch
(k0111',kttt') == k,
weil offenbar für je" zwei Moduln c, b der Satz (~a,~b) === (0,&) gilt, sobald 14 eine
von 0 verschiedene Zahl ist. Da ferner
also
ist, so ergiebt sich
und folglich ist
(0, k 0111') == (0,f 111') (Im',k0nr"),
kn+l(f m', k m') ::::: (f m',kom') (k 0 111', k 11t') == --,
~7(f)
c - y'(f) kJl +1
- ~V(f)
die Anzahl der fraglichen Zahlelassen in Bezug auf den Modul
k 111' === [k l-ll' k P-2 • · · k f.Ln].
Wählt man aus jeder dieser Classen einen bestimmten Repräsentanten
al 1J-l + azf!2 + ···+ an ll 1h
so werden alle Zahlen ll- derselben Classe durch die Form
fJ. == (al + kZ1) :-'-1 + (a2 + kz2) fi2 + · · · + (a'4 + kzn) f.1n (I)
erzeugt, wenn ZI' Z2 • • • Zn alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen ; und die
sämmtlichen Zahlen !J., welche den Bedingungen 1) und 2) genügen, werden durch
c solche lineare Formen erzeugt, und zwar jede nur einmal.
(0'
48
(11)
Z'(w) + ["(00) + · · · + J(v)(oo) ==: o.
oder das Doppelte dieses reellen Theiles, je nachdem 6' eine relle oder imaginäre
W urzel der irreductibelen Gleichung f (6') =::::: 0 ist; legt man ferner den Symbolen
l"(rn), l"'(w) . · · l(JI)(w) die entsprechende Bedeutung in Bezug auf die Wurzeln
fJ", fi'" . · · 0(11) bei, so ist offenbar
f"l(p;).r1(w) + f") (p~).r2 ((I)) + + l(v)(P:_l).t'V_l ((I)) = l(v) ((I))
-,
genügen, deren letzte eine Folge der übrigen ist. Da I' (2~) =::: l' (a) + l' (~) ist,
Bilden nun p~, p; · · . P~-l ein bestimmtes Fundamentalsystem m von Einheiten
der Ordnung 0', so wollen wir unter den Exponenten der Zahl ru in Bezug auf W
diejenigen völlig bestimmten reellen "rerthe l'r1 (tU), ll~;l (tu) · · · "TII-1 ((tJ) verstellen,
welche den 'J Gleichunzeno
l'(p~)~vl (oor + l'(p~)ll~2«(O) + · . · + 1'(P~_l)lt~"_l (00) == Z'(w)
l" (p ~) a:1«0) + I" (?;) '~V2 (0)) + . + [11 (p:_ 1) o:v -1 (lO) == l" (w)
Von diesen Zahlen fL sind aber nur diejenigen beizubehalten, welche auch
der dritten Bedingung
genügel1. Umgekehrt erzeugt jede solche Zahl fJ. ein Hauptideal flO' in 0', welches
durch das gegebene Ideal 111' theilbar ist.
Aber es leuchtet ein, dass, wenn f-L alle diese Zahlen durchläuft, jedes be ..
stimmte, durch in' theilbare Hauptideal a' unendlich oft erzeugt wird, Ist nämlich
}Lu eine bestimmte von diesen Zahlen p., so wird dasselbe Hauptideal 0' tJ-o offenbar
durch alle, und nur durch die Zahlen fL erzeugt, welche von der Form fL === e' fl-o
sind, ,YO s' eine beliebige in 0' enthaltene Einheit (von positiver Norm) bedeutet.
Um dies zu vermeiden, muss man den Zahlen fJ. neue Beschränkungen auferlegen.
Zu diesem Zwecke kehren wir zu den Betrachtungen und Bezeichnungen des §. 10
zurück und erweitern die Bedeutung der dort erklärten 'J Symbole l', l" .. · l(II).
Ist (t):::::: ~ (6) eine beliebige von 0 verschiedene Zahl des Körpers Q, und w' == ~ (8'),
so verstehen wir unter l' (w) den reellen Theil des Logarithmen von
~- -
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und dasselbe für die anderen Symbole l", l" · · · ~v) gilt, so ist auch Xl (aß) =
Xl (a) + Xl (ß), und dasselbe gilt auch für die anderen Exponenten X2' l'Vg • • • Xv-I-
Die Exponenten der Einheit
,
wo p' wieder eine primitive Wurzel der Gleichung p,T === 1 bedeutet, sind offenbar
die ganzen rationalen Zahlen Uh U2 • • • Uv-l.
Ist nun fLo eine bestimmte der oben definirten Zahlen f1, d. 11. eine Zahl,
welche in einer der c linearen Formen (I) enthalten ist und zugleich der Bedin-
gung (II) genügt, so sind die sämmtlichen Producte fL = s' ""0' welche den sämmt-
liehen Einheiten s' der Ordnung 0' entsprechen, eben solche Zahlen, und alle diese
Zahlen fL und keine anderen liefern, wie oben bemerkt, ein und dasselbe durch 1U'
theilbare Hauptideal a' == 0' flo = 0' p.. der Ordnung 0'. Da nun
ist, so kann man die ganzen rationalen Zahlen Uh U2 • • • Uv-l offenbar stets und
nur auf eine einzige Art so wählen, dass
(111)
wird, und da hierbei der in E' auftretende Factor p'U seine sämmtlichen T' Werthe
1 ,,2 ,r'-l, P ,p ... P
durchlaufen darf, so werden durch diese Bedingungen (111) aus dem System aller
mit fLo associirten Zahlen f1 == E' f-Lo genau T' Zahlen fL herausgehoben, während
alle übrigen ausgeschlossen werden. Lässt man daher I! alle diejenigen Zahlen
durchlaufen, welche in den c linearen Formen (I) enthalten sind und zugleich den
Bedingungen (11) und (111) geniigen, so wird jedes durch 111' theilbare Hauptideal
a' = 0' f.1 der Ordnung 0' genau r' mal erzeugt, und folglich ist der von uns be-
trachtete Theil S~' der Summe S' identisch mit
1 8-1 1 8-1
r' 2: N'(o'p.)s = -;;:; 2; N(p.)s ·
Nun zerlegen wir diese Summe abermals in c Partialsummen, indem wir jedes-
mal die Beiträge derjenigen Zahlen li zu einer Partialsumme sammeln , welche in
7
50
einer und derselben Linearforrn (I) enthalten sind und ausserdem den Bedingungen
(11) und (111) genügen. Es sei t eine beliebige positive Grösse, und T: die ent-
sprechende Anzahl dieser Zahlen ll, für welche zugleich
(IV)
wird, so wollen wir beweisen, dass der Quotient T: t mit unendlich wachsendem
t sich einem endlichen Grenzwerthe nähert. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit
ein System von reellen, stetig veränderlichen Grössen und betrachten die n homo-
genen linearen Functionen w', w" · . · w(n) , welche aus
dadurch hervorgehen, dass die dem Körper Q angehörigen Constanten 1-11' ""2 • · · f-Ln
durch die mit ihnen conjugirten Zahlen ersetzt werden, welche der Reihe nach
den Wurzeln 6', 6" · .. a(n) der Gleichung f(6) = 0 entsprechen. Setzen wir auch
in allen Fällen, wo die Werthe der Variabeln hh h2 • • • hn nicht säIDmtlich rational
sind, der Kürze wegen
(0' 00" • · • w(n) = N(w) ,
so ist ....V(w) eine homogene Function nten Grades von den Variabeln h17 h2 • • • hn•
Wir beschränken nun zunächst die Variabilität dieser Grössen durch die Bedingung
o < N(w) < 1
und definiren hierauf ein System von v Functionen
l'(w), l"(w) · · · l(JI)(w)
und aus diesem ein System von (v-1) Functionen
(V)
genau nach denselben Regeln, wie dies oben für den Fall geschehen ist, dass die
siimmtlichen Variabeln hh h2 • • • hn rationale Werthe haben, und folglich (J) eine
Zahl des Körpers Q ist. Hierauf beschränken wir die Variabilität der Grössen
1tl' lit • · · Iln ferner durch die ('1-1) Bedingungen
!'
..
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Hierdurch, SO'Vle durch die Bedingung (V), ist den Variabeln Il h 1t"2 •.• /i n ein be-
stimmtes Gebiet G angewieson , und zwar ist (vergl. D. §. 167) das über dieses
Gebiet Gausgedehnte nfache Integral
a r' E(o')
k ...\~I (ur')V±])
,YO a == 2v - I 7t'2- v , im Falle n ::= 2v aber === (2r=)V ist; V±D bedeutet die po-
sitive Quadratwurzel aus dem absoluten "rerthe der Grundzahl D des l{örper~ Q.
Die oben mit T bezeichnete Anzahl der in einer bestimmten Linearform (I)
enthaltenen Zahlen p., welche ausserdem den Bedingungen (11), (111), (IV) genügen,
besitzt nun die folgende Bedeutung für das eben definirte Gebiet G. Setzt man
so bringt jedes System von n gal1zell rationalen Zahlen =1' :2 · · · Zn, welchem eine
solche Zahl f.1 entspricht, ein System von n reellen '~V·erthen hi , 112 • • • It'l hervor,
welches dem Gebiete Gangehört; denn da l\'~(lO) eine homogene Function ll fcn Gra-
des, jede der Functionen Xl (w), x 2 (w) · · · l'Vv_l (w) aber eine homogene Function
Ofen Grades von den Variabeln h1, h2 • • • hn ist, so gelleIl die Bedingungen (11) UIH1
(IV) in die Bedingung (V), und die Bedingungen (111) ill die Bedingungen (\TI)
über. Setzt man ferner
k
o·1/t- ,
a1 0 a2 0 an 0
--li -==11···-:==/'11 t - 1 , 11 t 2 V,I t n'
so ist das durch Zl' Z2 • . 'Zn hervorgebrachte, dem Gebiet G angehörende 'Y··erth-
system hI , h2 • • • lln von der Beschaffenheit, dass die Grdssen
ganze rationale Zahlen werden; und umgekehrt leuchtet ein, dass jedes dem Gehiete
Gangehörende Werthsystem h1, h2 • • • hn , welches dieser letzten Bedingung ge-
niigt, rückwärts ein System von ganzell rationalen Zahlen :1~ =t · . · =n und dadurch
7*
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eine Zahl fL der Linearforrn (I) hervorbringt, welche auch den Bedingungen (11),
(111), (IV) genügt. Mithin ist T die Anzahl derjenigen dem Gebiete G angehören-
den Werthsysteme h1, h2 • • • hon , für welche die Quotienten
ganze rationale Zahlen werden. Wächst nun t über alle Grenzen, so wird a un..
endlich klein, und aus dem Begriffe eines nfachen bestimmten Integrals ergiebt
sich, dass
lim (Ta") = k" tim (~) = f dh1 dh2 • • • at; = 9
ist, mögen die Grössen h~, h~ · · · h~ von a unabhängig sein oder nicht. Nach
einem Fundamentalsatze von Dirichlet (D. §. 118) folgt hieraus, dass die auf alle
Zahlen f.l der einen Linearform (I) ausgedehnte Partialsumme
1 8-1
;; 2: N(fJ.)"
für alle positiven Werthe von (8-1) convergirt und für unendlich kleine Werthe
von (8-1) sich dem Grenzwerthe
niihert, Da derselbe von den Zahlen a1, a2 · · · an, welche diese eine Linearform
charakterisiren , gänzlich unabhängig ist, und da die Anzahl der Partialsummen,
aus welchen die bis jetzt von uns betrachtete Summe S" besteht,
r 'Cf)
== c = -qJ- kn+l
N(f)
ist, so erhalten wir das Resultat
I" S" I" 2; 8~ 1 ~' (f) a E (0')1m == Im T, = -- · ,
i\J'(a')S N(f) N'(m') V±D
wo links die Summe über alle durch m' theilbaren Hauptideale a' der Ordnung 0'
ausgedehnt ist.
§. 13.
Res u I tat die ser Met h 0 de.
Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes ist es leicht, unsere Aufgabe zu lösen.
Nimmt man m' === 0', also N' (m') == 1, so ergiebt sich
. 8 - 1 ~' (f) a E(0')
lim~ N'(a'Y = N(f) · V±D'
wo die Summe links über alle Ideale a' ausgedehnt ist, welche der Hauptelasse 0'
der Ordnung 0' angehören.
Nun sei B' eine beliebige Ideal-Classe der Ordnung 0', und 11t' ein bestimm-
tes Ideal der inversen Classe B,-I. Durchläuft B' alle Ideale der Classe B', wäh-
rend 111' unverändert bleibt, so werden die Producte 0' m' lauter Hauptideale a' der
Ordnung 0', welche durch m' theilbar sind; und umgekehrt, ist a' ein durch 111'
theilbares Hauptideal der Ordnung 0', so giebt es (J?-acll §. 5, 3°) ein und nur
ein Ideal 0' in 0' von der Art, dass v'm' == a' wird, und b' muss nothwendig der
Classe B' angehören, weil m' ein Ideal der inversen Classe ist. Da ausserdem
N' (0' m') = N' (0') N' (ur') ist, so ist die über alle Ideale lJ' der Classe B' ausgedehnte
Summe
8 - 1~ N'(b')" s 8 - 1= N'(m') ~ N'(a'l '
wo a' alle durch m' theilbaren Hauptideale der Ordnung 0' durchläuft. Hieraus er-
giebt sich nach dem Schlusssatz des vorigen Paragraphen fiir unendlich kleine posi-
tive Werthe von (s-l)
8 - 1
lim ~ N'(b'Y ~'(f) a E(o')= -_. -~-,l\T(f) V±D
d. h. der Grenzwerth der über alle Ideale einer beliebigen Classe in 0' ausgedehnten
Summe ist für jede Classe derselbe, und zwar offenbar von 0 verschieden.
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Für den Specialfall, in welchem 0' das Gebiet 0 aller ganzen Zahlen des
Körpers Q ist, ergiebt sich hieraus, weil f == 0, N(f) == ~'(f) == 1 wird, und weil
die Anzahl Il aller Ideal-Classen der Ordnung 0 endlich ist (D. §. 164), das Resultat
"'i
s -1
lim S = lim 2: N(a)" = h oE(o),V±D
wo die SUlll111e über alle Ideale c der Ordnung 0 auszudehnen ist.
Durchläuft nun a' alle Ideale der Ordnung 0', so durchläuft Da' alle die-
jenigen Ideale der Ordnung 0, welche relative Primideale zu dem Führer f sind,
und jedes nur ein einziges MaL Da zugleich N' (a') == N(oa') ist, so ist die über
alle Ideale a' der Ordnung 0' ausgedehnte Summe
durchläuft aber V alle verschiedenen in f aufgehenden Primideale in 0, so ist nach
den allgemeinen Gesetzen der Theilbarkeit die über alle Ideale a der Ordnung 0
ausgedehnte Summe
1 1 1 1 1
2: N(a)" = II 1 __1_ • 2;·X(oa')S = TI 1 __1~· 2; N'(a')S'
N(:p)S N(lJ}o;
und folglich, weil
( 1) ~ (f)Il 1- .K(p) = 1"(f)
ist,
lim ~ 8 - 1 _ 9(f). 8 - 1
...:::" K'(a'Y - N(f) lim 2; N(a)"
d. 11.
1· S' ~ (f) li Sim = K(f) 1ll •
Da die rechte Seite einen endlichen Werth hat, so folgt zunächst, dass die Anzahl
1/ der Ideal-Classen in 0' endlich sein muss , weil oben für jeden Bestandtheil der
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linken Seite, welcher einer einzelnen Classe entspricht, ein und derselbe von 0 ver-
schiedene Grenzwerth gefunden ist. Setzt man diesen Werth und ebenso den
Grenzwerth der rechten Seite ein, so ergiebt sich
I ~' (f) a E (0') = Hf) . h a E(0) ,
h .N(f) · V±D N (f) V± D
und hieraus
was mit dem in §. 10 nach der Methode von Gauss gefundenen Resultat über-
einstimmt.

